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ت  ن�شع بين اأيديكم كتاب الريا�شيات لل�شف الثاني ع�سر للفرعين العلمي وال�شناعي، الذي اأُعِدَّ
محتوياته ب�شكل ين�شجم مع التطورات والتغيرات في مختلف المجالت، ومعايير العمليات والمحتوى 
الم�شاألة، والتبرير والبرهان، والربط، والتوا�شل، والتمثيل،  العالمية )NCTM,2000(∗، مثل:حل 

والنمذجة.
اعْتُمِدَت طرائق ريا�شية مختلفة في تقديم المحتوى الريا�شي، كال�شتقراء، وحلّ الم�شكلات، 
بالإ�شافة اإلى تقديم الم�شائل والتمارين التي تنمي مهارات التوا�شل، والتفكير الريا�شي، وحُلَّت 

العديد من التمارين والم�شائل الريا�شية باأكثر من طريقة؛ ما يك�شب الطلبة مرونة التفكير. 
والأ�شكال  الر�شوم  خلال  من  الريا�شي  المفهوم  تقديم  على  الكتاب  في  التركيز  تم  وقد  هذا 

والاألوان، مما ي�ساعد على تثبيت المفهوم ومراعاة اأنماط تعلم الطلبة المختلفة.
تقع مادة الكتاب في �شت وحدات موزعة على ف�شلين درا�شيين، حيث ي�شم الف�شل الأول 

ثلاث وحدات هي: النهايات  والت�شال،  والتفا�شل، و تطبيقات التفا�شل. 
والقطوع  وتطبيقاته،  التكامل  هي:  وحدات  ثلاث  فيت�شمن  الثاني  الدرا�شي  الف�شل  اأما 

المخروطية، والإح�شاء والحتمالت.
ون�شاأل الله اأن نكون قد وفقنا في تقديم المعرفة العلمية بطريقة منظّمة تنظيمًا منطقيًّا ونف�شيًّا، 

الأمر الذي يُ�شهم في فهمها والتمكّن من مهاراتها.
علمًا باأنَّ عملية تطوير المناهج والكتب المدر�شية عملية م�شتمرة، لذا نرجو من زملائنا المعلمين 
واأولياء الأمور تزويدنا باأي ملاحظات تغني الكتاب وت�شهم في تح�شينه،  بما يلبي احتياجات الطلبة 

وطموحات المجتمع الأردني.

ب�شم الله الرحمن الرحيم
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الف�صل 

الدرا�صي 

الأول



10

ن�شاأ علم التفا�شل والتكامل لو�شف الكيفية التي تتغيرفيها الأ�شياء، ويعتمد كلٌّ من التفا�شل 
النهايات والت�شال  النهاية. تتناول هذه الوحدة مفهومي  اأ�شا�شية على مفهوم  والتكامل ب�شورة 

اللذين ي�شكلان مقدمة لعلم التفا�شل.
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تعرف مفهوم النهاية.
اإيجاد قيمة نهاية اقتران عند عدد بيانيًّا.

تعرف نظريات النهايات وتوظيفها لإيجاد قيمة النهاية عند عدد.
اإيجاد قيمة النهاية عند عدد لقترانات ن�شبية وك�سرية ومت�شعبة.

اإيجاد قيمة النهاية عند عدد لقترانات مثلثية.
تعرف مفهوم الت�شال عند نقطة، وعلى فترة.

البحث في ات�شال اقتران عند نقطة، وعلى فترة.
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النهايات  
Limits

  تتعرف مفهوم النهاية.
  تجد قيمة نهاية اقتران عند عدد بيانيًّا.

  تتعرف نظريات النهايات وتوظفها لإيجاد قيمة النهاية عند عدد.
  تجد قيمة النهاية عند عدد لقترانات ن�شبية وك�سرية ومت�شعبة.

  تجد قيمة النهاية عند عدد لقترانات مثلثية.

الفصل الأول

مفهوم النهاية
Concept of Limit أولًا  

ب�شلوك القتران ق  التنبوؤ   �ص2-1 ، فما مجال القتران ق، وهل يمكن 
اإذا كان ق)�ص( =   �ص -1

عندما تقترب قيم �ص من العدد 1؟

 �ص2-1 هو ح -}1{، لماذا؟ 
تعلمت �شابقا اإيجاد مجال القتران الن�شبي، فمجال القتران ق)�ص( =   �ص -1

يمكن درا�شة �شلوك القتران ق عندما تقترب قيم �ص من العدد 1، من خلال درا�شة الجدول الآتي:

1.11.011.0011.000110.99990.9990.990.9�ص
1.99991.9991.991.9 غير معرفة2.12.012.0012.0001ق)�ص(

قيم ق)�ص(  فاإنَّ  )اأي �ص<1(،  اليمين  العدد 1 من جهة  قيم �ص من  اقتربت  اأنه كلما  لحظ 
�ص ←1+نهــــــــا  ق )�ص( = 2 تقترب من العدد 2، ويعبر عن ذلك بالرموز:

وتُقراأ: نهاية القتران ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من العدد 1 من جهة اليمين ت�شاوي 2 .
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ال�شكل )2-1(

ال�شكل )1-1(

ال�شكل )3-1(

من  �ص  قيم  تقترب  عندما  اقتران  نهاية  ولتحديد 
عدد حقيقي مثل اأ من جهة الي�شار، فاإنَّه من  ال�سروري 
على  الي�شار  جهة  من  اأ  عند  معرّفًا  القتران  يكون  اأن 
فترة مفتوحة ق�شيرة الطول على ال�شورة ) اأ - جـ، اأ (، 

انظر ال�شكل )2-1(.

من  �ص  قيم  تقترب  عندما  اقتران  نهاية  ولتحديد 
ال�سروري  من  فاإنَّه  اليمين،  من  اأ  مثل  حقيقي  عدد 
فترة  على  اليمين  من  اأ  عند  معرّفًا  القتران  يكون  اأن 
جـ(،   + اأ   ، اأ   ( ال�شورة  على  الطول  ق�شيرة  مفتوحة 

انظر ال�شكل)3-1(.

وتُقراأ: نهاية القتران ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من العدد 1 
من جهة الي�شار ت�شاوي2.

نهــــــــا  ق )�ص( =  نهــــــــا  ق )�ص(  ، نقول اإنَّ نهاية 
�ص←1+                                 �ص←1- وفي حالة

ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من العدد 1موجودة وت�شاوي 2 
�ص←1  نهــــــــا  ق )�ص( = 2،  ويعبر عن ذلك بالرموز: 

وال�شكل )1-1( يو�شح منحنى القتران ق)�ص(.

 وكلما اقتربت قيم �ص من العدد 1 من جهة الي�شار )اأي �ص>1(، فاإن قيم ق)�ص( تقترب اأي�شا من 
العدد 2، ويعبر عن ذلك بالرموز: �ص ←1- نهـــــــا  ق )�ص( = 2

لماذا ر�شمت حلقة على منحنى القتران ق في ال�شكل )1-1(؟
فكر وناق�ص
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معتمدًا ال�شكل )1-5( الذي يمثل منحنى القتران ل 
المعرف على ح، جد:

نهــــــــا  ل )�ص(  
 �ص ← 2

الحل
من خلال ال�شكل)1-5( ل بد من اإيجاد النهاية عن يمين  العدد 2 وي�شاره )لماذا؟(

نهــــــــا ق)�ص( = 5   ،    نهــــــــا ق)�ص( = �شفرًا 
�ص←2+                                                             �ص←2-

نهــــــــا ق)�ص(  غير موجودة. 
نهــــــــا ق)�ص( ≠  نهــــــــا ق)�ص( ،   اإذن  �ص ← 2

�ص←2+                                          �ص←2- بما اأنَّ  

ال�شكل )4-1(

ال�شكل )5-1(

تعميم

 : �ص←اأ+                         �ص←اأ -نهــــــا ق)�ص( =  نهـــــــا ق)�ص( = ل، حيث اأ ، ل اأعداد حقيقية، فاإنَّ اإذا كانت : 

نهـــــــا ق)�ص(  = ل
نهـــــــا ق)�ص( موجودة، وتكون �ص ← اأ

�ص ← اأ

غير موجودة. نهــــــــا  ق)�ص( 
�ص ← اأ ، فــاإنَّ  واإذاكانت �ص←اأ+                           �ص←اأ -نهـــــــا ق)�ص( ≠  نهـــــــا ق)�ص( 

1

�ص  قيم  تقترب  اقتران عندما  نهاية  ولإيجاد 
اأن  ال�سروري  من  فاإنَّه  اأ  مثل  حقيقي  عدد  من 
ق�شيرة  مفتوحة  فترة  معرّفًا على  القتران  يكون 
الطول على ال�شورة ) اأ – جـ ، اأ + جـ (،  وتحوي 
ا،  �شغيرجدًّ حقيقي  عدد  جـ  حيث  اأ،  العدد 
معرّفًا  القتران  يكون  اأن  ال�سروري  من  )ولي�ص 

عند العدد اأ نف�شه(. انظر ال�شكل )4-1(.
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)1

)2

)3

)4

)5

ال�شكل )6-1(

ال�شكل )7-1(

2
معتمدًا ال�شكل )1-7( الذي يمثل منحنى الاقتران ك، جد كلًّا مما ياأتي:

الحل
تحقّق �شرط النهاية     1  )1

لأنَّ النهاية من اليمين ل ت�شاوي النهاية من الي�شار  2( غير موجودة   
تحقّق �شرط النهاية �شفر      )3

لماذا؟     1-  )4
لماذا؟     1-  )5

معتمدًا ال�شكل)1-6( الذي يمثل منحنى القتران ق ، 
جد كلًّا مما ياأتي اإن اأمكن ذلك:

)1

)2

)3

نهـــــــــا  ق )�ص( 
 �ص ← 2+

نهـــــــــا  ق )�ص( 
�ص ← 2-

نهـــــــــا  ق )�ص( 
�ص ← 2

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص ← 1

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص ← 0

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص← -2

نهــــــــــا ك )�ص( 
�ص← -1-

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص← -1
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بالعتماد على ال�شكل )1-9( الذي يمثل منحنى 
ف على ح، جد كلًّا مما ياأتي: الاقتران ق المعرَّ

)1

)2

)3

)4

نهـــــا ق)�ص( 
 �ص← 0 

نهــــا ق)�ص( 
�ص←1

نهــــــا ق)�ص( 
�ص← -1 

نهــــــا ق)�ص( 
�ص←2-

2

ال�شكل )8-1(

معتمدًا ال�شكل)1-8( الذي يمثل منحنى الاقتران ل)�س( =    - �س ، جد كلًّا مما ياأتي:
3

)1

)2

)3

)4

)5
الحل

لحظ اأنَّ مجال القتران ل هو: �ص ≥ �شفر، لماذا؟
ف على فترة مفتوحة على يمين ال�شفر.  1( غير موجودة                               القتران غير معرَّ

ف على فترة مفتوحة على ي�شار ال�شفر.  2( �شفر                                          القتران معرَّ
ف على فترة مفتوحة حول ال�شفر. 3( غير موجودة                               القتران غير معرَّ

ف على فترة مفتوحة حول العدد 1.  4( غير موجودة                               القتران غير معرَّ
ف على فترة مفتوحة حول العدد -1 والنهاية 5( 1                                               القتران معرَّ

                                                        من اليمين ت�شاوي النهاية من الي�شار.                           

ال�شكل )9-1(

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ←0+

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ← 0 

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ←0-

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ← 1

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ← -1 

نهــــا ق)�ص(  غير موجودة.
�ص← اأ تحدث اإلى زملائك ب�شكل عام  عن الحالت التي تكون فيها  

ت�حدث
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1( معتمدًا ال�شكل )1-10( الذي يمثل منحنى الاقتران ق المعرف على ح ، جد كلًّا مما ياأتي:

اأ   (

ب(

جـ(

د  (

هـ (

و  (

 ز (

نهــــــا ق)�ص( 
 �ص←0

نهـــــــا ق)�ص( 
 �ص←6-

نهـــــــا ق )�ص( 
�ص← -2

نهـــــــــا ق)�ص( 
�ص← -8+

نهـــــــــا ق)�ص( 
�ص← -8-

نهـــــــا ق)�ص( 
 �ص←10

نهـــــــا ق)�ص( 
 �ص←6+

ال�شكل )10-1(

2( معتمدًا ال�شكل )1-11( الذي يمثل منحنى القتران ل)�ص( =     �ص + 4 
جد كلًّا مما ياأتي:

اأ   ( مجال القتران ل

ب(

جـ(

د  (

هـ (

نهــــــــا ل)�ص( 
�ص← -4+

نهــــــــا ل)�ص( 
�ص← -4-

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص← -4

نهــــــا ل)�ص( 
�ص←0

ال�شكل )11-1(
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3( معتمدًا ال�شكل )1-12( الذي يمثل منحنى الاقتران ع، جد كلًّا مما ياأتي:

اأ   ( مجموعة قيم اأ حيث:

                

ب( مجموعة قيم جـ حيث:

جـ( مجموعة قيم ك حيث:
                              غير موجودة

  د  ( مجموعة قيم ل حيث: 

4( اإذا كان ل)�ص( = 

�ص ←2نهـــــا ل)�ص(  فجد 

ال�شكل )12-1(

نهـــــــاع )�ص( =1
�ص ←جـ+

نهـــــاع)�ص(  
�ص ←ك

نهـــــاع)�ص( = �شفرًا
�ص ←ل

2�ص + 1      ، �ص  �ص 
 �ص2  + 4     ، �ص  �ص، حيث �ص مجموعة الأعداد ال�شحيحة 

 �ص ← اأ نهــــــاع)�ص( =1
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نظريات النهايات
Theorems of Limits ثانيًا  

اإذا كان ق)�ص( = �ص4 + �ص2 ، فجد نهـــــــــا   ق)�ص(  
                                                                                �ص ←1-

تعلمت في الدر�ص ال�شابق اإيجاد قيمة النهاية لقتران عند عدد بيانيًّا، وفي هذا الدر�ص �شتتعلم 
اإيجاد قيمة نهاية اقتران عند عدد جبريًّا با�شتخدام نظريات النهايات.

نظرية)1(

: نهــــــاق)�ص( = ب  ∊ح، فاإنَّ 1( اإذا كان اأ، ب عددين حقيقيين، وكان ق)�ص( = ب لكلِّ �ص
                                                                                                                                               �ص← اأ 

 : ح ، ن عدد �شحيح موجب، وكان ق)�ص( = �صن ، فاإنَّ اإذا كانت اأ   )2
نهـــــاق)�ص( = اأن 

        �ص← اأ

نظرية)2(

اإذا كان ق ، هـ اقترانين، حيث  اأ، ب،جـ ، م اأعداد حقيقية وكان:
: نهـــــا ق)�ص( = ب ، نهـــــا هـ )�ص( = جـ ، فاإنَّ

 �ص← اأ                                        �ص← اأ

1( نهـــــا ) ق)�ص( + هـ )�ص((  =  نهـــــا ق)�ص( + نهـــــا هـ )�ص( = ب + جـ
�ص←اأ                                                               �ص← اأ                            �ص← اأ

         
2( نهـــــا ) ق)�ص( - هـ )�ص((  =  نهـــــا ق)�ص( - نهـــــا هـ )�ص( = ب - جـ

�ص← اأ                                                               �ص← اأ                           �ص← اأ
         

3( نهـــــا م ق)�ص( = م * نهـــــا ق)�ص(  = م * ب
�ص← اأ                                          �ص← اأ                  

        
4( نهـــــا )ق)�ص( * هـ )�ص((  = نهـــــا ق)�ص(  * نهـــــا هـ )�ص( = ب * جـ

�ص← اأ                                                            �ص← اأ                             �ص← اأ
         

 
�ص←اأ   هـ )�ص(                   5( نهــــا  ق)�ص(  =                             =  ب ، حيث جـ ≠ �شفرًا

      

نهــــا ق)�ص(     
�ص←اأ

نهــــا هـ )�ص(     
�ص←اأ

جـ

6( نهـــــا  ن ق)�ص( = ن نهــــاق)�ص(  =  ن ب   ، )ب�شرط ب≤ �شفر اإذا كان ن عددًا زوجيًّا(
�ص← اأ                               �ص←اأ                  
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1

2

اإذا كان ق)�ص( = �ص3 + �ص2 + 5 ، فجد كلًّا مما ياأتي:
        �ص←12( نهــــــا ق)�ص(                        2( ق)2(

الحل
1( نهـــــا ق)�ص(  =  نهــــــا ) �ص3 + �ص2  + 5(

�ص←2                               �ص←2

                   �ص←2                     �ص←2                     �ص←2         = نهـــــا �ص3 +  نهـــــا �ص2 +  نهـــــا 5

5 + 4 + 8 =         
 17 =         

2( ق )2(        = 32 + 22+ 5  
    5 + 4 + 8 =         

         = 17            ماذا تلاحظ؟

           فكر وناق�ص 
اأعط مثالً يبين اأنَّ العبارة الآتية غير �شحيحة:

: نهـــــا ق)�ص( = ل « » اإذا كان ق) اأ ( = ل    ،    فاإنَّ
�ص←اأ

                                                             

1( نهــــــا  -    �ص + 3         2( نهــــــــا        
�ص← -1                                                           

      �ص←3                            
3( نهــــــا )�ص+1(     �ص2 + 21       

      �ص ←2
الحل

1( نهــــــا  -    �ص + 3  =  نهـــــــا - 1 *  نهــــــا    �ص + 3
�ص← 3                                         �ص← 3                        �ص← 3

         

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
�ص2 + 5
�ص4 + 1

: نهــــا ق)�ص( = ق ) اأ ( اإذا كان ق اقتران كثير حدود ، فاإنَّ
�ص←اأ

                                              

 فكر وناق�ص
لماذا ر�شمت حلقة على منحنى القتران ق في ال�شكل )1-1(؟
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�ص←3                      = -1 *    نهـــــا )�ص + 3 (                                               نظريات النهايات
                          

6    -  =     6    * 1- =

 3 =  6
2   =  

نهـــــــا  )�ص2 + 5(
 �ص← -1

  �ص← -1نهـــــــا )�ص4 + 1(
�ص2 + 5  =  

�ص4 + 1 2(  نهـــــــا  
       �ص← -1    

  

اإذا كان ق)�ص( = 2�ص  ،  هـ )�ص( = �ص3 + �س ، فجد كلًّا مما ياأتي:
ق )�ص(
هـ )�ص( 2( نهـــــا  1( نهــــــا )ق)�ص(  +  هـ )�ص(   * �ص(  

�ص←-2            �ص←1
       

3( نهـــــا )    ق)�ص(  + 3    هـ )�ص(( + 15 
�ص←1

          

جد كلًّا مما ياأتي:
1( نهــــــا⏐�ص2  -  4⏐                               2( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐

�ص←3
                                                                                                          

�ص←3-
         

3( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐                                4( نهــــــا⏐�ص2  -  4⏐
�ص←1

                                                                                                            
�ص←2 

         

الحل
=  نهـــــــا )�ص2 - 4(  =  9 - 4  =  5 �ص←3-                                                                                       �ص←3-1( نهــــــا⏐�ص2  -  4⏐ 

         

=  نهــــــا )�ص2 - 4(   = 5 �ص←3                                                                                         �ص←3 2( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐ 
        

3

= نهـــــا )�ص +1( * نهـــــا     �ص2 +21  3( نهــــا )�ص +1(     �ص2 +21 
�ص←2                                                                   �ص←2                                �ص←2

       
15  =  5  *  3   =      
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2

�ص←2-                                                �ص←2-نهــــــا ق)�ص( = نهــــــا )4 - �ص2 ( = �شفرًا

وبما اأن نهـــــــا  ق)�ص( = نهــــــا  ق)�ص( = �شفرًا
                 �ص←2-                                                   �ص←2+

      ∴  نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐=  �شفرًا
            �ص←2                                      

4( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐ = نهـــــا ) 4 -  �ص2( =  3
 �ص←1                                                                          �ص←1             

 

4
�ص←4جد نهــــــا ]0.5 �ص[

           

الحل
اأعد تعريف ] 0.5 �ص[ دون ا�شتخدام رمز اأكبر عدد �شحيح في فترة تحوي العدد 4 

                            0     ،      0≥  �ص   > 2
]0.5 �ص[  =        1     ،      2≥  �ص   > 4
                            2     ،       4≥  �ص   > 6

جد كلًّا مما ياأتي:
1( نهـــــا⏐�ص  -  8⏐                         2( نهـــــــا⏐�ص - 16⏐

�ص←0                                                                                          �ص←16
          
     

3( نهـــــا⏐�ص2  - 16⏐
�ص←4

         

3( ل بد من اإيجاد النهاية عن   يمين العدد 2 وي�شاره، )لماذا؟(
�ص←2+                                                �ص←2+نهــــــا ق)�ص( = نهـــــــا )�ص2 - 4( = �شفرًا
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قامت �شارة بحل المثال ال�شابق كما ياأتي:
�ص←4        نهــــا ]0.5 �ص[  = ]0.5* 4[ = ]2[ =  2 

ناق�ص مع زملائك الأخطاء التي ارتكبتها �شارة في حلِّها للمثال.

بينِّ اإذا كانت العبارات الآتية �شحيحة اأم ل، مبّررًا اإجابتك من خلال تقديم اأمثلة:
�ص←اأ +1( نهــــــا ]�ص [ = اأ   ، حيث اأ عدد �شحيح.

�ص←اأ -2( نهــــــا ]�ص [ = اأ – 1 ، حيث اأ عدد �شحيح .         
         

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
2( نهـــــــــا ]4 - 2�ص[ 1( نهـــــا ]�ص - 2[    

�ص←1                                                                                                                                                   �ص←1.5
         

4( نهــــــا ]0.25 �ص [ 3( نهـــــــا ]�ص + 1[   
�ص←0.1                                                                                                                                            �ص←4

         

اإذا كان ق)�ص( = ]2 -  �س [ ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:
1(جد قيم اأ التي تجعل نهـــــا ق)�ص(  غير موجودة 

�ص←اأ
2(جد قيم جـ التي تجعل نهــــــا ق)�ص( = -1                                                      

�ص←جـ
                                                         

ل بد من اإيجاد النهاية عن يمين العدد 4 وعن ي�شاره، )لماذا؟(
�ص←4+                                                                                             �ص←4-نهـــــــا ]0.5 �ص[  =  2  ،   نهــــــا ]0.5 �ص[  =  1 

              �ص←4+                                                                  �ص←4-بما اأن نهــــــا ]0.5 �ص[  ≠   نهــــــا ]0.5 �ص[  

∴ نهـــــا ]0.5 �ص[  غير موجودة 
         �ص←4

فكر وناق�ص

فكر وناق�ص
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ف    لحظ اأنَّ القتران معرَّ
على الفترة ]4 ، ∞(   

انظر ال�شكل )13-1(.

ف على يمين العدد 4 نهــــــا     �ص – 4 =    4 - 4   = �شفرًا    ق معرَّ
   

�ص←4+

ف على ي�شار العدد 4 نهــــــا     �ص – 4          غير موجودة    ق غير معرَّ
  

�ص←4-

∴  نهــــــا     �ص – 4   غير موجودة    لماذا؟
  

           �ص←4

ال�شكل )13-1(

اأعط مثالً على اقتران مثل ق)�ص( بحيث تكون  ق)1( معرفة، لكن
 �ص←4نهــــــا ق)�ص(  غير موجودة 

   

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
1( نهــــــا    �ص-  7                                            2( نهـــــا     �ص - 7

�ص←5
                                                                                                     

         �ص←7

3( نهـــــا     �ص2 -  25                                        4( نهـــــــا    �ص2 - 25  
�ص←-7

                                                                                                      
         �ص←5

فكر وناق�ص

جد نهـــــا      �ص – 4 
     

          �ص←4

الحل
لبد من اإيجاد مجال القتران 

5



25

�ص←0-                                 �ص←0-نهـــــــا ق)�ص(  =   نهــــــــا    - �ص   = 0                

بما اأن نهــــــا ق)�ص( =  نهـــــــا ق)�ص( =0
�ص←0+                            �ص←0-

                       
        �ص←0            ∴ نهـــــا ق)�ص( = �شفرًا 

ق)0( = �شفرًا

ال�شكل )1-14(انظر ال�شكل )1-14( الذي يبين منحنى القتران ق.

الحل
بما اأنَّ القتران ق يغير قاعدته عند  �ص = 0 ، فلا بد من البحث في النهاية عن يمين العدد �شفر 

وعن ي�شاره 
نهـــــــا ق)�ص(  = نهـــــــا | �ص |   =  نهــــــــا �ص  = 0       

 �ص←0+                            �ص←0+                            �ص←0+

اإذا كان ق)�ص( =  
  | �ص - 2  |        ،           �ص ≤2
  ] 6 - �ص [        ،            �ص >2

فجد نهـــــا ق)�ص(
�ص←2

             

6

اإذا كان ق)�ص( =  
  | �ص  |              ،           �ص ≤0
،  فجد نهــــــا ق)�ص(، ثم جد ق)0(.   - �ص            ،          �ص >0

             �ص←0
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اإذا كان ق)�ص( = ]�ص + 5[  ، ل)�ص( = ]4 -  �س[ ،  فجد كلًّا مما ياأتي:
       �ص←1                                                                                     �ص←11( نهـــــا ق)�ص(                                      2( نهـــــا ل)�ص(

�ص←31( نهـــــا )ق)�ص( + ل)�ص(( 
         

ماذا تلاحظ؟

تحدث اإلى زملائك عن ملاحظاتك التي تو�شلت اإليها من خلال حلك لتدريب )7(.
ت�حدث
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1( اإذا كان ق)�ص( = �ص2 – �ص – 6 ، ل)�ص( = �ص2 –2 �ص – 3 ، فجد كلًّا مما ياأتي:
�ص←1اأ  ( نهــــــا )ق)�ص( + ل)�ص( (                     ب( نهـــــا ق)�ص(×ل)�ص(

                                                                                            
�ص←1

                  
جـ( نهــــــا                                                   د  ( نهــــــا ) ل)�ص((4

�ص←2
                                                                                          

�ص←1
                    

ل )�ص(
ق )�ص( �ص←-1هـ( نهــــــا  3 1 – ل)�ص(                             و  ( نهـــــــا 

                                                                                           
�ص←2

          

2(اإذا كانت نهــــــا 2ع)�ص( = 10 ، نهــــــا 3ل)�ص( +1 = 7 ، فجد كلًّا مما ياأتي:
�ص←2

                                               
�ص←2

اأ   ( نهــــــا )2ع)�ص( + ل)�ص( (                 ب( نهــــــا )ع3 )�ص( – ل2 )�ص((                              
�ص←2

                                                                                          
�ص←2

جـ( نهـــــــا                                                  د  ( نهــــــا )ع2 )�ص( - ل2 )�ص((                    
�ص←2

                                                                                          
�ص←2

                    

3( جد كلًّا مما ياأتي:
اأ   ( نهــــــــا  | �ص2 – 25 |                          ب( نهـــــــا | �ص2 – 25 | 

�ص←5-
                                                                                       

�ص←5+
                    

جـ( نهــــــــا | �ص – 2 |                          د  ( نهــــــا | �ص2 – 64 |
�ص←8

                                                                                      
�ص←2-

                     

هـ ( نهـــــــا ]�ص - 2[                                  و ( نهــــــا )�ص ]�ص[ + | �ص |(
�ص←1

                                                                                       
�ص←-4

                    
ز  ( نهــــــا    5 - �ص                                    ح( نهــــــا     1- �ص2

�ص←5-                                                                                        �ص←1
                   

     ط ( نهـــــــا     �س2 +4�ص+4
�ص← -2

                  

  ل )�ص(
ع )�ص(

ل )�ص(
ق )�ص(
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8( معتمدًا ال�شكل)1-16(، الذي يمثل منحنيي الاقترانين ق،ع ،جد كلًّا مما ياأتي:

 اأ  ( نهــــــا )ق)�ص( + ع)�ص((                                  ب( نهــــــا )ق)�ص( ×ع)�ص((
�ص← 2

                                                                        
�ص← 1

              

4( جد قيم جـ التي تجعل   نهـــــــا     6 – �ص   غير موجودة.
     

�ص←جـ
                                                              

5( اإذا كان ق)�ص(= ]0.2�ص[، فجد قيم جــ التي تجعل  نهـــــــا ]0.2�ص[ = -1
�ص←جـ

                                              
                                  

            
6( اإذا كان ق)�ص( = 

وكانت نهــــــا ق)�ص( موجودة ، فجد قيمة الثابت اأ.
�ص←3

                   
7( معتمدًا ال�شكل )1-15 ( الذي يمثل منحنى الاقتران ل، جد كلًّا مما ياأتي:

�ص← 2اأ  (نهــــــا ل)3 �ص – 3 (
           

�ص← 2ب( نهـــــا )�ص +ل )�ص((
             

    �ص2 - 4 اأ       ،           �ص ≤3
  ] 6 - �ص [       ،           �ص >3

ال�شكل )15-1(

ال�شكل )16-1(
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جـ(  نهــــــا ) 2 ق) �ص-1(  + ع)�ص((
�ص← 1

              
9( اإذا كان ق كثير حدود يمر بالنقطة )-3 ،4 (، وكانت نهــــــــا )�ص - ل)�ص(( = -10 

�ص←-3
فجد نهـــــــا ) ق2 )�ص( - 2 ل)�ص((                                                                                                                                   

�ص←-3
               

10( اإذا كان ع كثير حدود باقي ق�شمته على )�ص-2( ي�شاوي5 ، فجد
  نهـــــــا )3ع)�ص( + 4 �ص2 (

�ص← 2
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�ص3 - 8
ال�شكل) 1-17( يمثل منحنى ق)�ص( =  �ص - 2

جد كلًّا مما ياأتي:
1( نهــــــا ق)�ص( بيانيًّا.

�ص← 2
      

2( نهــــــا ق)�ص( جبريًّا.
�ص← 2

نهايات اقترانات ك�صرية 
Limits of Fractional Functions ثالثًا  

اإيجاد نهاية اقتران عند نقطة جبريًّا با�شتخدام نظريات النهايات،  تعلمت في الدر�ص ال�شابق 
وفي هذا الدر�ص �شتتعلم اإيجاد نهاية اقترانات ك�سرية.

حة بداية الدر�ص، ل ن�شتطيع ا�شتخدام النظرية الخا�شة بح�شاب  ولإيجاد نهـــــــا ق)�ص( في الم�شاألة المو�شّ
                �ص← 2

نهاية خارج ق�شمة اقترانين )لماذا؟(
المقام عند  للتخل�ص من الح�شول على �شفر في   )2 – الب�شط لمحاولة اخت�شار المقدار )�ص  حلِّل 

تطبيق نظرية )2( فرع )4(، كما ياأتي:

)�ص -2( )�ص2  + 2�ص+4(                                            لماذا؟
�ص3 - 8  = نهـــــــا        )�ص - 2(

نهـــــــا  �ص - 2
�ص← 2

                  
�ص← 2        

 
نهـــــــا  ) �ص2 + 2 �ص +4 ( = 12 

�ص ← 2

هل يمكنك التحقق من �شحة الحل؟ كيف؟

ال�شكل )17-1(

فكر وناق�ص
لماذا يمكن اخت�شار المقدار)�ص -2( في الب�شط مع المقدار)�ص -2( في المقام عند اإيجاد النهاية؟
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�ص2 
�ص -1 جد نهــــــا  

       
        �ص ← 1

الحل
لحظ اأنَّ نهـــــــا )�ص-1( = �شفرًا

       
                 �ص ← 1

وعليه ل يمكن  ا�شتخدام النظرية الخا�شة بح�شاب نهاية 
خارج ق�شمة اقترانين )لماذا؟(

المقدار  من  للتخل�ص  اخت�شار  اإجراء  اأي�شا  يمكن  ول 
)�ص-1(، لماذا؟

1

اإذا كانت نهـــــا ق)�ص( = ل ، حيث ل عدد حقيقي ، ل ≠0 ، نهـــــا هـ )�ص( = �شفرًا ،
�ص ←اأ         �ص←اأ

               
ق)�ص(     غير موجودة

هـ )�ص(  فاإنَّ نهـــــا 
           �ص ←اأ

نتيجة

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
�ص2 + 1
�ص - 3  2( نهــــــــا      �ص2 + 3�ص -10   

�ص + 5  1(نهــــــــا 
�ص ←-5                        �ص← 3

     

ال�شكل )18-1(

�ص2 
�ص -1 بال�شتعانة بال�شكل )1-18( تحدث لزملائك عن �شلوك منحنى القتران ق)�ص( = 

عندما تقترب قيم �ص من العدد 1 من جهتي اليمين والي�شار.

ت�حدث

وبالتالي فاإنَّ النهاية هنا غير موجودة.
�ص2 

�ص -1 انظر ال�شكل )1-18( الذي يمثل منحنى القتران ق)�ص( = 
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 +  -4 +  �ص1
1
4

�ص            �ص ← 0جد نهــــــا
الحل

ل ن�شتطيع تطبيق نظرية حا�شل ق�شمة اقترانين لإيجاد النهاية، لماذا؟
ويمكن تب�شيط المقدار من خلال توحيد المقامات كما ياأتي:

-4 + �ص + 4 
4 )-4 + �ص ( * �ص       = نهــــــا 

 + -4 + �ص1
1
4

�ص    نهــــــا    
 �ص← 0                                                        �ص← 0

�ص  
4 )-4 + �ص ( * �ص     �ص← 0                                            = نهــــــا 

                                                 1
                                                       �ص← 0                                            = نهــــــا 4)-4 + �ص(    

1-
16  =                                            

  �ص + 6 - 3  
�ص - 3           �ص← 3جد نهــــــا 

الحل
ل ن�شتطيع تطبيق نظرية حا�شل ق�شمة اقترانين، لماذا؟

يمكن تب�شيط المقدار من خلال ال�سرب بمرافق الب�شط كما ياأتي:
  �ص + 6 + 3 
  �ص + 6 - 3 *   �ص + 6 + 3

�ص - 3  �ص← 3نهــــــا 

�ص + 6 - 9  
)�ص - 3()   �ص + 6 + 3(

      �ص← 3= نهــــــا 

  �ص - 3  
)�ص- 3()  �ص+ 6  +3(

      �ص← 3= نهــــــا 

1 
6   =  1  

  �ص + 6 + 3 
      �ص← 3= نهــــــا 

2

3
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الحل
1( ل ن�شتطيع تطبيق نظرية حا�شل ق�شمة اقترانين لإيجاد النهاية، لماذا؟

في هذه الحالة لبد من اإيجاد مجال المقدار     )لماذا؟(
مجال الب�شط هو: الفترة ] 5 ، ∞( ، والفترة )- ∞ ، -5[    

مجال المقام هو: الفترة ] 5 ، ∞( 
عَ رمز الفترة المفتوحة عند العدد 5 ؟( اإذن مجال المقدار هو: الفترة ) 5 ، ∞(           ) لماذا وُ�شِ

 انظر ال�شكل)19-1(

مجال )�ص2 - 25( 

مجال )�ص- 5(

4

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
  �ص2 - 25  

�ص - 5    �ص2 - 25                                2( نهــــــا 
�ص - 5  1( نهــــــــا 

         �ص← 5+                                                                                               �ص← 5

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
     

) 1 
( ) �ص2 - 25  2

 5  - 2
�ص         �ص←15( نهـــــا )

�ص - 2
2( نهـــــا   �ص + 34  - 6 

       �ص←2

   �ص2 + 1  -    1 -2�ص2
�ص2 3( نهـــــا  

       �ص← 0

ال�شكل )19-1(
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المقدار                         نهاية  اإيجاد  يمكن  لذا  5؛  العدد  يمين  على  معرفان  والمقام   الب�شط  من  كلاًّ  اأنًّ  لحظ 
عن يمين العدد 5 فقط 

 �ص2  - 25
�ص - 5           �ص← 5+اإذن  نهـــــــا  

�ص2  - 25                                       
�ص - 5  = نهـــــــا   

     �ص← 5+

)�ص+ 5( )�ص- 5( =    10
�ص - 5       �ص← 5+= نهــــــــا    

  �ص2  - 25     غير موجودة، لماذا؟
�ص - 5  2( نهـــــــا  

       �ص← 5 

انظر ال�شكل )1-20( الذي يبين منحنى القتران
  �ص2  - 25

�ص - 5  ال�شكل )1-20(ق)�ص( =    

تذكر
اإذا كانت �ص <0 ، �ص <0

: فاإنَّ
�ص    

�ص     =    
�ص    

�ص

  �ص2 - 25      غير موجودة؟
�ص - 5                                                                             �ص← 5 1( بال�شتعانة بال�شكل )1-20( فـ�سّر لماذا    نهــــــــا  

   �ص2 - 25    كما ياأتي:
�ص - 5                                  �ص← 5- 2( اأوجد عبدالله نهــــــــا 

    �ص2 - 25
�ص - 5      �ص2 - 25  =   نهــــــــا  

�ص - 5  نهـــــــا  
�ص← 5-                                                �ص← 5-

)�ص+5( )�ص-5(    =     10
�ص - 5         �ص← 5-= نهــــــــا   

اكت�شف الخطاأ في حلّه ثم اكتب ال�شواب.

فكر وناق�ص
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جد كلاًّ من النهايات الآتية:
   �ص2  - 4

 �ص - 2 
   �ص2  - 4                                        2( نهـــــــا   

 �ص - 2 
1( نهـــــــا   

       �ص← 2+                                                                             �ص← 2

5

�ص4  - 2�ص2  + 1 
�ص3   -1  جد نهـــــــا  

        �ص← 1 

الحل
ح�شب نظرية العامل فاإنَّ المقدار)�ص – 1( عاملٌ من عوامل الب�شط ، و عاملٌ من عوامل المقام ، 

يمكن تحليل الب�شط با�شتخدام الق�شمة الطويلة اأو الق�شمة التركيبية كما ياأتي: 
�ص4      �ص3         �ص2     �ص      �ص0
1  0  2-  0  1
1-    1-      1            1
0  1-  1-  1  1

اإذن، �ص4 – 2 �ص2 + 1 = )�ص-1( ) �ص3 + �ص2 – �ص- 1(

�ص4 - 2�ص2 + 1 
�ص3 - 1     ومنه نهــــــا   

          �ص←1

)�ص-1( )�ص3 + �ص2 - �ص - 1(                                                  
)�ص-1( )�ص2 + �ص +1(  = نهـــــــا        

       �ص← 1

 )�ص3 + �ص2 - �ص - 1(                                                  
=  نهــــــا        )�ص2 + �ص + 1( 

      �ص← 1
= �شفرًا          )لماذا؟(

1
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�ص2 + 4�ص + 4
�ص  +2          �ص←-2 جد نهـــــــا  

الحل
�ص2 + 4�ص + 4  

�ص  +2  نهــــــا 
  

�ص←-2

 
|�ص + 2|  

�ص  + 2    =  نهـــــــا 
)�ص + 2(2

�ص  + 2  = نهـــــــا  
       �ص←-2                                               �ص←-2

6

3    �ص  - 2

جد نهـــــــا     �ص - 8 
           �ص←8

الحل
ا�سرب كلاًّ من الب�شط والمقام بالمقدار ) 3  �ص2  +  2 3   �ص  +  4 ( 

3    �ص  - 2

∴ نهـــــا     �ص - 8 
�ص←8

         
3    �ص2  + 2 3    �ص  + 4

3   �ص2  + 2 3    �ص  + 4 3    �ص  - 2 ×  

      �ص←8= نهـــــــا     �ص - 8 

  �ص  - 8 

 )�ص - 8()   3   �ص2  + 2 3   �ص  + 4(
= نهـــــــا  

      �ص←8

1 

12   =  1 

4+4+4 =

)حُلَّ المثال)6( بطريقة اأخرى من خلال فر�ص  3   �ص  = �ص (

3 �ص + 1  - 2

�ص  -7  جد نهــــــا  
        �ص←7

اأ3 –  ب3 = )اأ - ب()اأ2 + اأب + ب2 (
اأ3  + ب3 = )اأ + ب()اأ2 - اأب + ب2 (

تذكر

7

ر تذكَّ
      �ص2      = |�ص|
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ل بد من اإيجاد النهاية عن يمين العدد -2 وعن ي�شاره،  لماذا؟

|�ص + 2 |                                       
�ص  + 2  �ص←-2+                                  نهــــــــا    

�ص + 2 =   1
�ص  + 2  =  نهــــــــا 

       
             �ص←-2+

| �ص + 2 | 
�ص  + 2    نهــــــــا 

�ص←-2- 

- �ص - 2 =  -1                                   
�ص  + 2                    �ص←-2-                                                = نهــــــــا 

|�ص + 2 |   غير موجودة 
�ص  + 2    اإذن نهــــــــا

        �ص←-2 

. 
|�ص + 2|
�ص  + 2   انظر ال�شكل )1-21( الذي يمثل منحنى القتران ق)�ص( =   

|�ص + 2 |  غير موجودة؟
�ص  + 2  ادر�ص ال�شكل )1-21( ثم ف�سّر لماذا نهـــــــا 

                                                              �ص←-2

ال�شكل )21-1(

فكر وناق�ص
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1( جد كلاًّ من النهايات الآتية:

3    �ص  - 2 

�ص4 -   
2

)�ص + 1(2  - 81                          ب( نهــــــا   
)�ص-8(   اأ   ( نهـــــــا 

         �ص←8                                                                                                      �ص←8

5 - |3�ص+1 |
(             د  ( نهـــــــا  �ص3 + 8    1

  4  - 1
)2 + �ص(2   ( 1

جـ( نهــــــا   �ص  
       

               �ص←0                                                                                                     �ص←-2

 �ص2 - 10�ص + 25
�ص  - 5    6 - �ص    �ص+ 1                           و  ( نهــــــا  

9 - 3 �ص هـ( نهــــــا  
                  �ص←3                                                                                                      �ص←5

 �ص3 + 3�ص - 4
�ص2  - 1   �ص2 - 1                                       ح  ( نهــــــا      

�ص  - 1  ز  ( نهــــــا     
                    �ص←1                                                                                                     �ص←1

2�ص-]2�ص[
   �ص2 - 49                                       ي ( نهــــــا   4�ص2 - 25   

ط ( نهــــــا       �ص  - 7  
                    �ص←7+                                                                                                   �ص←2.5

 1 + �ص2   -     1 - �ص2     
�ص2    ك ( نهـــــا    

                    �ص←0

 ق)�ص(  +   5  = 4 ،
�ص  -3     2( اإذا كان ق كثير حدود، وكانت   نهــــــا  

                                                                                     �ص←3

نهـــــــا ) ق)�ص( – 2�ص + 3 ب ( = 7 ، فجد قيمة الثابت ب.
          �ص←3
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3( اإذا كان ق)�ص( = 

وكانت   نهـــــا  ق)�ص(  موجودة،  فجد قيمة الثابت جـ.
                       �ص←3

 اأ�ص2 + 2ب �ص + 2  =  1 ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين اأ ، ب.
�ص   -1  4( اإذا كانت   نهــــــا  

                          �ص←1

 )64(�ص - 8�ص 
1 - 8�ص                 �ص←50( جد  نهـــــا   

6( اإذا كان   ل)�ص(  =   

فجد قيمة الثابت ع التي تجعل   نهــــــا ل)�ص(   موجودة.
                                                              �ص←ع

 �ص2 + 5
�ص2 - 5�ص + 6   7( اإذا كان ق)�ص( = 

فجد قيم اأ التي تجعل نهـــــــا ق)�ص( غير موجودة.
                                           �ص ← اأ

3
  2  �ص2 + 2�ص - 3  + ب = 

ق)�ص( - 6    ق)�ص( - 6 = 8 ،وكانت نهـــــا 
�ص -1  8( اإذا كانت نهــــــا 

                       �ص←1                                                                       �ص←1

     فجد قيمة الثابت ب.

   ،   1 

2 هـ )�ص( + 5 = 
�ص 9( اإذا كان هـ كثير حدود، وكانت نهــــــا 

                                                             �ص←0
نهـــــا ) هـ )�ص( - 5 + 3 جـ ( =2 ، فجد قيمة الثابت جـ.

       �ص←0

 3 - �ص     ،   �ص ≤3
| �ص - 3 |  

جـ �ص2 - 4      ،   �ص >3

 �ص3 - 27    ،   �ص ≤ ع
2�ص2+ 6�ص + 18    

 �ص  + 5                      ،   �ص > ع
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نهايات اقترانات مثلثية رابعًا  
Limits of Trigonometric Functions

معتمدًا ال�شكل ) 1-22( الذي يمثل منحنى
جــا�ص 

�ص ق)�ص( = 
      �ص←0ما نهــــــا ق)�ص(؟

تعلمت �شابقًا اإيجاد نهايات اقترانات ك�سرية، وفي هذا الدر�ص �شتتعلم اإيجاد نهايات اقترانات 
مثلثية.

 ادر�ص ال�شكل )1-23( ، ثم اأجب عما يليه:

   = π 1( نهــــــا جا�ص =                             2( جا
π←ص�       

 = π 3( نهــــــا جتا�ص =                           4( جتا
π←ص�         

         �ص←50( نهـــــا ظـا �ص =                            6( ظا 0  = 

     ماذا تلاحظ؟

ال�شكل )23-1(

ال�شكل )22-1(
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1( نهــــــا جا�ص =   جا اأ                           
       �ص← اأ

2( نهــــــا جتا�ص= جتا اأ                           
            �ص← اأ

 ن π، ن= 1، 3 ، 5 ، 000{

2 3( نهـــــا ظا�ص =  ظا اأ  ، اأ  ح -  } 
         �ص← اأ

جد  نهــــــا ) جا�ص + جتا�ص (
          �ص←0

الحل
= نهـــــا جا �ص + نهـــــا جتا�ص     )نظريات النهايات( نهــــــا ) جا�ص + جتا�ص ( 

 �ص←0                                            �ص←0                  �ص←0

 1 = 1 + 0 =     

1

راأ�ص  اأنَّ  لحظ  الوحدة،  دائرة  يمثل   )24-1( ال�شكل 
الدائرة،  مركز  على  يقع  القيا�شي  الو�شع  في  �ص  الزاوية 
وطول القو�ص)ل( المقابل لها يمثل قيا�شها بالتقدير الدائري 
انتهائها  �شلع  تقاطع  لنقطة  ال�شادي  والإحداثي  )لماذا؟(، 
مع الدائرة يمثل جا�ص )لماذا؟(، كلما �شغر قيا�ص الزاوية �ص 

: فاإنَّ طول القو�ص)ل( ≈ طول العمود اأي اأنَّ
: �ص ≈ جا�ص، وبذلك فاإنَّ     

جــا�ص  = 1
�ص نهـــــــا 

  �ص←0

ال�شكل )24-1(

جــا�ص
�ص بال�شتعانة بال�شكل)1-22( تحدث اإلى زملائك عن �شلوك منحنى ق)�ص( = 

عندما تقترب قيم �ص من العدد �شفرمن جهة اليمين ومن جهة الي�شار.

ت�حدث

من خلال اإجابتك عما �شبق يمكن التو�شل اإلى ما ياأتي:
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نظرية

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
ظـا�ص

�ص جــا3�ص             2( نهــــــا 
5�ص 1( نهــــــا 

       �ص←0                                                 �ص←0
      

الحل
�ص   ، وعندما �ص ← 0 ، فاإنَّ �ص ←0  ، ومنه:

3 1( افر�ص اأنَّ 3 �ص = �ص ،  اإذن �ص = 

جـا�ص   
3   نهـــــا  �ص

 5 جــا�ص =  
�ص
3

 
*5

= نهــــــا  جــا3�ص 
5�ص      نهــــــا  

             �ص←0                               �ص ←0                                       �ص ←0

        3
 5  =1 ×  3

 5  =     
حل اآخر 

3�ص     
5�ص  جــا3�ص * 

3�ص جــا3�ص  = نهــــــا 
5�ص        �ص←0                           �ص ←0                                      نهــــا  

     3
 5  = 3

5 جــا3�ص  *  
3�ص        �ص←0                                                            نهـــــا  

ظـا�ص  
�ص       �ص ←0                                                  2( نهــــا 

  
 جا �ص 
جـتا�ص

�ص      �ص←0= نهـــــا 
   

1=
   1

جتا�ص جــا�ص  *  نهـــــا 
�ص      �ص←0                      �ص←0= نهــــا 

2

جــا�ص = 1 ، حيث �ص زاوية بالتقدير الدائري.
�ص نهـــــا 

 �ص←0

�ص = 1 ، حيث �ص زاوية بالتقدير الدائري.
جــا�ص نهــــــا 

  �ص←0

في هذا الكتاب، �شنعتمد قيا�ص الزوايا بالتقدير الدائري، مالم يذُكر غير ذلك.
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نـتيجة

3�ص  
جــا�ص          �ص ←0                                        جد  نهــــــا  

الحل

 3 =  
3

جـا�ص
�ص

�ص←0نهـــــا  
نهـــــا   

�ص←0
  =   3

 جـا�ص 
�ص

3�ص  = نهــــــا  
جــا�ص  �ص ←0                            �ص ←0                                       نهــــــا  

ظــا�ص  = 1  
�ص              �ص ←0                          1( نهــــــا  

اأ  ، حيث اأ ، ب اأعداد حقيقية ، ب ≠    �شفرًا 
ب  جــا اأ�ص   = 

ب �ص        �ص ←0 2( نهــــــا  

3

اكت�شف الخطاأ في ما ياأتي، واكتب ال�شواب:
4
5 جــا4�ص  =  

5�ص نهـــــا 
π←ص�

جد كلاًّ من النهايات الآتية:
)π -جـا)�ص

)π -ص�(
جـا7�ص                                   2( نهـــــــا  

3 �ص
1( نهـــــا 

π ← ص ←0                                                                 �ص�       

جا| �ص |
�ص 9�ص                                  4( نهــــــا  

ظـا�ص
3π( نهـــــا  

2  �ص ←0                                                                 �ص ←
     

من خلال درا�شتك مثال)2( ماذا تتوقع اأن تكون قيمة كلٍّ مما ياأتي:
�ص        

ظا اأ�ص جــا اأ�ص                        2( نهـــــا  
ب �ص         �ص ←0                                                    �ص ←0     1(  نهـــــا

فكر وناق�ص

فكر وناق�ص
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�ص - جــا 3�ص + ظا 5�ص  
3�ص  - ظا2�ص          �ص ←0                                        جد  نهــــــا  

5
1 - جتا 2 �ص

3�ص2
جد  نهــــــا 

         �ص ←0

الحل
ل ن�شتطيع ا�شتخدام نظريات النهايات ، لماذا؟           

1 - )1- 2جا2 �ص(                 ) جتا2�ص= ا - 2 جا2�ص(
3�ص2

1 - جتا 2 �ص =  نهــــــا   
3�ص2 

نهــــــا  
�ص ←0                                       �ص ←0

 جا �ص
 �ص   

 جا �ص × نهــــــا 
2 × نهــــــا   �ص   

3 2جا2 �ص = 
3�ص2       �ص ←0                                           �ص ←0                       �ص ←0= نهــــــا 

                   2
3   = 1 * 1 × 2

3   =

4

�ص جــا �ص - ظا 5�ص  
جــا4�ص - 2�ص          �ص ←0                                        جد  نهــــــا  

الحل           
 بق�شمة حدود المقدار على �ص ، حيث �ص ←0  تت�شمن �ص ≠ �شفرًا فتكون:

نهــــــا                                                  = نهــــــا   
�ص ←0                                                               �ص ←0

=                                                                                                                      )نظريات النهايات(
    

5  
2  - = 5 - 0

2 - 4  =

نهـــــا  جا �ص - نهــــــا  ظا 5 �ص    
�ص�ص ←0                    �ص ←0

                                                 

�ص جـا �ص
�ص

ظا 5�ص
�ص -

جـا4�ص
�ص

2�ص
�ص جـا4�ص-

2�ص -

ظا 5�ص
�ص - جـا �ص

نهــــــا  جا 4 �ص - نهـــــــا  2   
�ص �ص ←0                         �ص ←0
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جتا 6 �ص - جتا 4 �ص
�ص2         �ص←0جد نهـــــا 

الحل
ل ن�شتطيع ا�شتخدام نظريات النهايات، لماذا؟

با�شتخدام القانون:
: �ص - �ص( تجد اأنَّ

2 �ص + �ص ( جا)
2 جتا�ص – جتا�ص= -2 جا)

-2جا 5�ص  جا �ص
�ص2 جتا 6�ص - جتا 4�ص  = نهـــــا  

�ص2 نهــــــا 
�ص←0                                                      �ص←0

جا�ص 
�ص جا 5 �ص  × نهـــــــا 

�ص =  -2 نهـــــــا  
             �ص←0                             �ص←0

1  ×  5  ×  2-  =
 10-  =

6

جتا0 - جتا2�ص
3�ص2  1 - جتا 2 �ص =   

3�ص2  اإر�شاد : 

ناق�ص مع زملائك طريقة اأخرى ثالثة لحل مثال )5(
فكر وناق�ص

حُلَّ مثال )5( بطريقة اأخرى

حا 8�ص + جا 4 �ص 
�ص 2( نهــــــا   

      �ص←0
1 - جتا �ص 

�ص2 1( نهــــــا       
       �ص←0

جد كلًّا مما ياأتي:
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7

الحل
ل ن�شتطيع ا�شتخدام نظريات النهايات. )لماذا(

بال�سرب بمرافق المقدار جا�ص – جتا�ص 

جا�ص + جتا�ص
جا�ص + جتا�ص

جا�ص - جتا�ص  × 
 π - ص� جا�ص  -  جتا�ص  = نهــــــــا 

π  -  ص� نهــــــــا 
π π                                          �ص←   �ص← 

جا2�ص - جتا2�ص
)�ص - π( )حا�ص+ جتا�ص( =  نهــــــــا 

π         �ص← 

- جتا2�ص                                      )جتا2�ص=جتا2�ص – جا2�ص(
)�ص - π( )حا�ص+ جتا�ص( =  نهــــــــا  

π         �ص← 

)جتا�ص=جا) π  - �ص ((
                                          

- جا)π  - 2�ص(        
)�ص - π( )جا�ص+ جتا�ص( =  نهـــــــا  

π         �ص← 

-جاπ (2 - �ص(                                               اإخراج 2 عاملًا م�شتركًا
)�ص - π ( )جا�ص+ جتا�ص( =  نهـــــــا  

π       �ص← 

1
)جا �ص+ جتا�ص( -جاπ(2  - �ص( * نهــــــا   

π - ص� =  نهـــــــا  
π π                                         �ص←         �ص← 

2    = 2
   2     *2 =

4

4

4

4
2

4

4

4   

2   

4

4

جد  نهـــــــا  
         �ص←

4

جا�ص  -  جتا�ص
π  -  ص� π

جد كلًّا مما ياأتي:
 جتا π �ص 
�ص - 1  جتا �ص                                2(  نهــــــا 

 π - ص� 1(  نهــــــــا 
π                                                             �ص←1         �ص← 

      
2

2
2
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1- جتا 6�ص                      14(  نهـــــا  3�ص)ظتا 2�ص + قتا 3�ص(
جتا 8�ص - 1 13(  نهـــــا  

           �ص←0                                                                       �ص←0

   π ص جـا� 
�ص - 1  ظتا �ص                               16(  نهــــــا 

15(  نهـــــــا    π - 2�ص
               �ص← π                                                                    �ص←1

جد النهاية المطلوبة في كلٍّ من التمارين من )1( اإلى )21( :
�ص + ظا2�ص -  جا �ص 

�ص 2(  نهـــــا 
حا 8�ص                                                     

1(  نهـــــا        6�ص
        �ص←0                                                                                                 �ص←0

3(  نهـــــا )قا�ص + ظا 5�ص(                             4(  نهـــــا )7 �ص3 ظتا2 )2�ص( قتــــا )5�ص((
        �ص←0                                                                                                 �ص←0

1 - جتا�ص                                      
�ص جا �ص 1+ جتا 4�ص - 2جتا2�ص               6(  نهـــــا  

�ص2 5(  نهــــــا
        �ص←0                                                                                                    �ص←0

ظا �ص - جا �ص 
�ص جتا�ص                                       8(  نهـــــا  

π - 2�ص 7(  نهــــــا 
          �ص←0                                                                                                   �ص←0

قا)2�ص( -1 
�ص2  1 - جا �ص                               10( نهـــــا 

9(  نهـــــــا    ) π -2�ص(2
        �ص← π                                                                                                  �ص←0

حتا2�ص - جـا2 �ص              
 π - ص� 2�ص2 +  �ص ظا2�ص                  12(  نهـــــــا  

جا 2�ص
11(  نهـــــا 

π                �ص←0                                                                                                �ص← 
4

�ص
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2�ص - جا �ص 
  1- جتا 2�ص

جا ) �ص + 4(                        18(  نهـــــا 
�ص2- 16 17(  نهــــــا   

          �ص←-4                                                                                           �ص←0
 

�ص - 2 
 جـا �ص                              20(  نهـــــا  ظاπ �ص 

π  -  ص� 19(  نهـــــــا  
           �ص←π 3                                                                                �ص←2

�ص - �ص ( 
2 ( جتا) �ص + �ص 

2 جا �ص + حا اأ    )اإر�شاد: جا�ص + جا �ص= 2 جا)
�ص + اأ 21(  نهـــــــا  

               �ص← -اأ

 ظا 3 �ص  = 6 فجد قيمة كل من الثابتين اأ ، ب .
ب �ص - �ص  جـا اأ �ص = نهـــــا  

2�ص  22(  اإذا كانت نهــــا 
                           �ص←0                           �ص ←0

3

جا )π 2 - 2 �ص(    ،  فجد نهــــــا ق)�ص(
-5�ص   23( اإذا كان ق)�ص( =  

                                                                                             �ص←0
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Continuity

الاتصال  

  تتعرف ات�شال اقتران عند نقطة وعلى فترة.
  تبحث في ات�شال اقتران عند نقطة وعلى فترة.

الفصل الثاني

الت�صال عند نقطة
Continuity at a point أولًا  

Continuity

 ال�شكل )25-1(

معتمدًا ال�شكل )1-25( اأجب عن الأ�شئلة التي تليه:
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تعميم

1(  نهـــــا ق)�ص( = ...................... ، ق)2( = ...............................
        �ص←2

        �ص←2 2(  نهـــــا ل)�ص( = ......................  ، ل)2( = ...............................

3(  نهـــــا ع)�ص( = .....................  ، ع)2( =................................
        �ص←2

4(  نهـــــا ك)�ص( =...................... ،  ك)2( =................................
        �ص←2

يكون الاقتران ق مت�سل عند �س= اأ ، اإذا حقق ال�شروط الاآتية:
ف عند �ص= اأ ، اأي اأنَّ ق) اأ ( موجودة كعدد حقيقي. 1(  ق معرَّ

2(  نهــــــا ق)�ص( موجودة.
          �ص←اأ

3(  نهـــــا ق)�ص( = ق) اأ (  
          �ص←اأ

تحدث بلغتك الخا�سة عن �شروط ات�سال اقتران عند نقطة.
فكر وناق�ص

ماذا تلاحظ؟ اأيُّ القترانات كان منحناه  غير منقطع )مت�شل( على فترة مفتوحة تحوي العدد 2؟
في مثل هذه الحالة نقول اإنَّ القتران ك اقتران مت�شل عند �ص = 2 ،   بينما نقول اإنَّ كلاًّ من القترانات 

ق ، ل،  ع غير متّ�شل )منف�شل( عند �ص=2 
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الحل
�ص1 = -4 ،    لأن نهــــــا ق)�ص( غير موجودة.

                                            �ص←-4

�ص2 =    2 ،    لأن نهـــــا ق)�ص( غير موجودة.
                                            �ص←2

�ص3 =   4 ،    لأن ق غير معرف عند �ص= 4 

معتمدًا ال�شكل )1-26( الذي يمثل منحنى القتران ق، ما قيم �ص التي يكون عندها ق اقترانًا غير 
مت�شل، مع ذكر ال�شبب  ؟

ال�شكل )26-1(

1

اإذا كان ق)�ص( =                                                   ،  فابحث في ات�شال القتران ق عند �ص = 2 
 

الحل
1(   ق)�ص( معرف عند �ص= 2 ، ق)2( = -4 

2(   ابحث في نهاية ق عن  يمين العدد 2 وي�شاره، لماذا؟
  �ص←2+                             �ص←2+ نهــــــا ق)�ص( = نهـــــــا )�ص - 6(  = -4 

�ص2 - 4    =  - نهـــــــا )�ص + 2 ( = -4 
  �ص←2-                           �ص←2-                                         �ص←2- نهــــــا ق)�ص( = نهـــــــا   2- �ص

2

 �ص2 - 4     ،   �ص >2
 2 -  �ص 

  �ص  - 6         ،   �ص ≤2
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                         �ص←2+                            �ص←2- بما اأنَّ نهـــــــا ق)�ص( = نهـــــــا ق)�ص(  = -4 

∴ نهــــــا ق)�ص( موجودة  وت�شاوي ق)2(
               �ص←2

∴ ق مت�شل عند �ص= 2 

| �ص - 4|         ،     �ص ≠ -4                    
�ص + 4 اإذا كان ق)�ص(  =   

فابحث في ات�شال ق عند �ص= 4 

3

اإذا كان ق)�ص( = ] 0.5�ص - 4[ ، فابحث في ات�شال القتران ق عند �ص= 7 
الحل

اأعد تعريف القتران ق دون كتابة رمز اأكبر عدد �شحيح في فترة تحوي العدد 7 مثل ]6، 10(:

ابحث في �شروط الات�سال عند �س = 7 
:  ق)7( = -1  ق معرف  عند �ص= 7     ،  حيث اإنَّ

 �ص←7+                           �ص←7-نهــــــا ق)�ص( = نهـــــــا ق)�ص(= -1     لماذا؟

بما اأنَّ نهــــــا ق)�ص( = ق)7( 
              �ص←7

∴ ق)�ص( مت�شل عند �ص = 7 

ق)�ص(=    
  -1               ،   6  ≥ �ص > 8

  �شفر            ،   8 ≥ �ص >10
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1( اإذا كان ق)�ص( = ] �ص[ ، فما مجموعة قيم �ص التي يكون عندها ق اقترانًا غير مت�شل؟
2( اقترح قاعدة لقتران اأكبر عدد �شحيح بحيث يكون مت�شلا عند �ص= 1 ، وغير مت�شل عند

      �ص = 2  

4

اإذا كان ق)�ص( =    
اأ �ص3 - ب �ص+1              ،    �ص >1
          5                            ،    �ص = 1

�ص2 –)اأ + ب(�ص + 2      ،     �ص  < 1 

مت�شلًا عند �ص = 1 فجد قيمة كلٍّ من الثابتين اأ ، ب  
الحل

بما اأنَّ ق مت�شل عند �ص= 1 اإذن:
             �ص←1-1(  نهـــــــا )اأ �ص3 - ب �ص +1( = ق)1(

 اأ - ب + 1 = 5 ............................................      1
              �ص←1+2(   نهــــــــا )�ص2 - )اأ + ب( �ص+ 2 ( = 5

1 – )اأ + ب ( + 2 = 5 ....................................  2
بتب�شيط المعادلتين  1 ،  2  ينتج:

اأ – ب = 4    ،    اأ  + ب = -2    
وبحلهما ينتج  اأ = 1     ،   ب = -3 

 

اإذا كان ق)�ص( =    
،   �ص >  3 اأ �ص2 + ب   
،   �ص =  3    6        

،   �ص <  3  اأ �ص  - 2 ب   
مت�شلًا عند �ص = 3 ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين اأ ، ب 
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)Continuity Theorems(  نظريات الت�شال

 اإذا كان ق اقتران كثير حدود فاإنَّ ق مت�شل على ح.
 

: اإذا كان ق ، ل اقترانين مت�شلين عند �ص= اأ ، فاإنَّ
1( القتران ق + ل مت�شل عند �ص =  اأ
2( القتران ق - ل مت�شل عند �ص =  اأ 

3( القتران ق × ل مت�شل عند �ص =  اأ       
ق   مت�شل عند �ص =  اأ  ، ل) اأ ( ≠ �شفرًا.

ل   4( القتران  
ق  غير مت�شل عند �ص =  اأ ، اإذا كانت ل) اأ ( = �شفرًا.

ل     )5

اإذا كان ق اقترانًا مت�شلًا عند �ص= اأ ، ق)�ص(≤0 ، في فترة مفتوحة تحتوي اأ ، فاإنَّ القتران  
هـ )�ص( =   ق)�ص(   اقتران مت�شل عند �ص = اأ

نظرية)2(

نظرية)3(

المطلوب: اإثبات اأنَّ القتران ق + ل  مت�شل عند �ص = اأ
البرهان:

افر�ص اأنَّ هـ = ق + ل 
هـ ) اأ ( = ق ) اأ ( + ل ) اأ (           من تعريف القتران هـ.

: وحيث اإنَّ ق، ل اقترانان مت�شلان عند �ص = اأ  فاإنَّ
نهــــا هـ )�ص( =  نهــــا ق )�ص(  + نهــــا ل)�ص( 

 �ص←اأ                             �ص←اأ                               �ص←اأ

                       = ق ) اأ (  +  ل ) اأ ( 
وعليه فاإنَّ القتران هـ مت�شل عند �ص=  اأ

برهان نظرية )2( فرع )1(
المعطيات: القترانان ق، ل مت�شلان عند �ص = اأ

نظرية)1(
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برهن الفروع:2، 3، 4 من نظرية )2(

اكت�شف الخطاأ في العبارات الآتية، ثم اكتب ال�شواب:
نتج عن جمع  ؛ لأنه  ]�ص[، غير مت�شل عند �ص =0  ] �ص + 1[ +  1( القتران ل)�ص( = 

القتران  ]�ص + 1[ ، والقتران ]�ص[  و كلاهما غير مت�شل عند �ص= 0 
2( اإذا كان ق)�ص( = �ص – 1 اقترانًا مت�شلًا عند �ص= 1 ، فاإنَّ     ق)�ص(   هو اقتران مت�شل 

عند �ص = 1 .

5

اإذا كان ق)�ص(  =                                                 ، ع)�ص(  =  
   

�ص2 + 4      ،   �ص >2
�ص  + 6       ،  �ص  ≤ 2 

�ص3 - 2     ،   �ص >2
3 �ص           ،   �ص  ≤ 2 

فابحث في ات�شال القتران )ق + ع( عند �ص = 2 

فكر وناق�ص

الحل
 1(  ابحث في ات�شال القتران ق عند �ص = 2 

    �ص←2+  نهـــــــا ق)�ص( = 8
   �ص←2-  نهــــــا ق)�ص( =  8    ، ق)2( = 8 

∴ ق)�ص( مت�شل عند �ص=2 
  2( ابحث في ات�شال القتران ع عند �ص = 2 

   �ص←2+ نهــــــــا ع)�ص( = 6 
  �ص←2- نـهــــــا ع)�ص( = 6   ، ع)2( = 6 

∴ ع)�ص( مت�شل عند �ص = 2 
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وح�شب نظرية )2( فرع )1(، فاإنَّ )ق + ع( )�ص( مت�شل عند �ص=2 

البحث في  اإيجاد قاعدة القتران )ق+ع()�ص(، ثم  ال�شابق من خلال  المثال  اإر�شاد: يمكنك حل 
ات�شاله عند �ص=2

اإذا كان ق)�ص(  =                                                ، ع)�ص(  =      
1 +2�ص     ،    �ص >1

3 �ص2         ،    �ص  ≤ 1  
 �ص2              ،   �ص >1

⏐�ص⏐          ،  �ص  ≤ 1 

6

فابحث في ات�شال القتران )ق ×ل ( عند �ص= 1    بطريقتين. 

اإذا كان ق)�ص( = )�ص-1(2   ، ل)�ص( = ] 2- �ص[ ، فابحث في ات�شال القتران )ق×ل( 
عند �ص = 3 

الحل
ق)�ص( = )�ص - 1(2      مت�شل عند   �ص = 3   لأنه كثير حدود مت�شل على مجاله.

ل)�ص( = ]2 - �ص[      غير مت�شل عند �ص = 3    ،          لماذا؟             

ل ن�شتطيع ا�شتخدام نظرية )2( فرع )3( للبحث في ات�شال القتران ق × ل   ، لماذا؟      
لبد من اإيجاد قاعدة القتران )ق×ل()�ص( والبحث في ات�شاله عند �ص = 3 

)ق × ل()�ص( = )�ص -1(2 × ] 2 - �ص[
اكتب القتران ب�شورة مجزاأة في فترة تحوي العدد 3 مثل ) 2 ، 4 [         

)ق×ل()�ص( =   

ابحث في ات�شاله عند �ص = 3 
   �ص←3+نهـــــــــا )ق × ل()�ص( =  -2 × )3 -1(2 =  -8  

)�ص -1(2 × -1    ،    2>�ص  ≥ 3

)�ص -1(2 × -2    ،    3> �ص  ≥ 4
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 �ص←3-نهــــــــا )ق × ل()�ص( =  -1× ) 3 -1(2 = -4 

بما اأنَّ نهـــــــا )ق × ل()�ص( ≠ نهـــــــا )ق × ل()�ص( اإذن نهــــــا )ق × ل()�ص( غيرموجودة
              �ص←3+                                             �ص←3-                                                 �ص←3

∴ )ق×ل()�ص( غير مت�شل عند �ص = 3 

اإذا كان ق)�ص( = )�ص-5(3   ،  هـ )�ص( = ]�ص + 2[
فابحث في ات�شال القتران )ق×هـ( عند كلٍّ من �س= -2    ،    �ص = 5 

ناق�ص زملاءك في الحالت التي ل ن�شتطيع فيها توظيف نظريات الت�شال في الحكم على 
ات�شال القترانات.

ت�حدث
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1( معتمدًا ال�شكل )1-27( الذي يـمثل منحنى القـتران ق، ما قـيم �ص التي يـكون عنـدها ق 
غير مت�شل مع ذكر ال�شبب ؟

2( اإذا كان ق)�ص( = ] 4�ص - 4[ ،فابحث في ات�شال القتران ق عند �ص= 1.25 

  عند �ص = 1
 1- �ص2 

�ص-1  3( ابحث في ات�شال القتران ق)�ص( = 

   عند �ص = 2
 �ص2- 4
�ص -2  4( ابحث في ات�شال القتران هـ )�ص( = 

 
5( اإذا كان ق)�ص( =  

فابحث في ات�شال القتران ق عند �ص= 0 

6( اإذا كان ل )�ص( =  

فابحث في ات�شال القتران ل عند �ص = 3 

ال�شكل )27-1(

⏐ظا �ص⏐           ،   �ص >0
�ص   

1 - جتا�ص            ،   �ص ≤0

   �ص - 3              ،    �ص < 3

⏐�ص2 - 9⏐         ،   �ص  ≥ 3
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 7  ( اإذا كان ق)�ص( =   

   فابحث في ات�شال القتران ق عند �ص=2 

  8 ( اإذا كان ك)�ص( =   

  فابحث في ات�شال القتران ك عند �ص= 2   

  9 ( اإذا كان ع )�ص( =  

   مت�شلًا عند �ص= 2 ، فجد قيمة الثابت اأ.

10( اإذا كان ل)�ص( =  

   فابحث في ات�شال القتران ل عند �ص= 1

11( اإذا كان ق)�ص( = 

   فابحث في ات�شال القتران ق عند �ص = 2 

⏐�ص⏐-2          ،   �ص ≠ 2
�ص -2   

       5                   ،   �ص = 2

6+ �ص       ،    �ص  ≥ -2
2- �ص       ،    -2≥ �ص  > 2

2�ص -1    ،      �ص ≤  2 

 + �ص2   ،    0> �ص  ≥ 2
 اأ  
�ص     

 ]�ص[ +3       ،     2> �ص  > 3
     7              ،      �ص =  3 

 �ص3 + �ص2 +2�ص-4    ،   �ص ≠1
�ص - 1

      5�ص - 1                   ،   �ص =1

�ص2 + �ص                  ،   �ص >2
]�ص + 4[             ،   �ص=2

�ص  6       ،    �ص <2   �ص2 + 5 + 
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12( اإذا كان ل)�ص(= 

  فجد قيمة الثابت ب التي تجعل القتران ل مت�شلًا عند �ص = 2

13( اإذا كان ق)�ص( = 

  فابحث في ات�شال القتران ق عند �ص= 3 

3 �ص + 5       ،       �ص  �ص

2 �ص2 -4      ،       �ص  �ص حيث �ص مجموعة الأعداد ال�شحيحة  

 �ص2 + ب              ،   0≥ �ص>2

|�ص| -5             ،   2≥ �ص ≥3
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معتمدًا ال�شكل )1-28( الذي يمثل منحنى كلٍّ من الاقتران ق والاقتران ل المعرفين على ح،  
جد كلًّا  مما ياأتي:

       �ص←0+                                                                              �ص←0-1( نهــــــا ق)�ص(                                 3(  نهــــــا ل)�ص(

2( ق)0(                                         4(  ل )0( 
ماذا تلاحظ؟

تعلمت في الدر�س ال�سابق �شروط ات�سال اقتران عند نقطة. وفي هذا الدر�س �ستتعرف �شروط 
ات�شال اقتران على فترة.

 �ص←0+في ال�شكل )1-28( ل بد اأنك لحظت اأنَّ نهــــــا ق)�ص( =  ق)0( = 0 وفي هذه الحالة
�ص= 0 من اليمين.                                                                              

   
يكون ق مت�شلًا عند

           �ص←0-واأنَّ نهــــــا ل)�ص( = ل)0( = 0 ، وفي هذه الحالة يكون ل مت�شلًا عند �ص=0 من الي�شار.      

الت�صال على فترة
Continuity on an Interval ثانيًا  

ال�شكل )28-1(
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فًا على الفترة ] اأ ، ب[ فاإن: اإذا كان ق اقترانًا معرَّ
                                                                                                                         �ص← اأ + 1( ق يكون مت�شلًا عند �ص= اأ من اليمين، اإذا كانت نهـــــــا ق)�ص( = ق) اأ (

                                                                                                                              �ص←ب-2( ق يكون مت�شلًا عند �ص= ب من الي�شار، اإذا كانت نهــــــــا ق)�ص( = ق)ب(

3( ق يكون مت�شلًا على الفترة )اأ ، ب( اإذا كان مت�شلًا عند كل �ص   )اأ ، ب(
4( ق يكون مت�شلًا على الفترة ]اأ ، ب[ اإذا كان مت�شلًا على الفترة )اأ ، ب( ومت�شلًا عند 

      �ص= اأ من اليمين، و مت�شلًا عند �ص= ب من الي�شار.

: انظر ال�شكل)1-29( لحظ اأنَّ
القتران هـ مت�شل عند �ص = اأ من اليمين، لماذا؟

واأي�شا القتران هـ مت�شل عند �ص = ب من الي�شار، لماذا؟
كما اأن القتران هـ مت�شل عند كل �ص تنتمي للفـترة 

)اأ ، ب( ، لماذا؟

ال�شكل )29-1(
ت�حدث

ث بلغتك الخا�سة عن �شروط ات�سال اقتران على فترة مغلقة، وفترة مفتوحة، وفترة  تحدَّ
ن�شف مغلقة اأو ن�شف مفتوحة.

ادر�ص ال�شكل )1-28( ثم اأجب عن كل مما ياأتي:
1( ما �شروط ات�سال اقتران عند عدد من اليمين؟
2( ما �شروط ات�سال اقتران عند عدد من الي�سار؟

فكر وناق�ص

في هذه الحالة نقول اإنَّ القتران هـ مت�شل على الفترة]اأ ، ب[.
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ملاحظة
)اأ ، ب(،   ∍ �ص  مت�شلًا عند كل  اإذا كان  ]اأ ، ب(،  الفترة  1( يكون القتران ق مت�شلًا على 

ومت�شلًا عند �ص= اأ من اليمين.
)اأ ، ب(،   ∍ اإذا كان مت�شلًا عند كل �ص  )اأ ، ب[،  الفترة  2( يكون القتران ق مت�شلًا على 

ومت�شلًا عند �ص= ب من الي�شار.
3( يكون القتران ق مت�شلًا على الفترة ) اأ ، ∞( اإذا كان مت�شلًا عند كل �ص ∊ )اأ ، ∞( .

4( يكون القتران ق مت�شلًا على الفترة )-∞ ، ب( اإذا كان مت�شلًا عند كل �ص ∊ )-∞ ، ب(.
5( يكون القتران ق مت�شلًا على ح اإذا كان مت�شلًا عند كل �ص ∊ ح .

اقراأ العبارات الآتية ثم اأجب بنعم اأو ل، وقدّم تبريرًا:
1( كثيرات الحدود مت�شلة على ح.

2( القترانات الن�شبية مت�شلة على ح.
3( اإذا كان القتران مت�شلًا على ح، فاإنه يكون مت�شلًا على اأية فترة جزئية منها. 

4( القترانان الدائريان )الجيب، جيب التمام( مت�شلان على ح.

1

اإذا كان ق)�ص(  =    

فابحث في ات�شال القتران ق على الفترة ]-2 ، 5 [
الحل

1( القتران ق مت�شل على الفترة )-2 ، 1 ( لأنه على �شورة كثير حدود.
 

2�ص  + 2           ،   -2  ≥ �ص >1
�ص  + 4             ،   1 ≥ �ص ≥ 5 

فكر وناق�ص

قاطع  )القاطع،  الدائرية  للاقترانات  الت�شال  عدم  نقط  تحدد  كيف  زملائك  اإلى  تحدّث 
التمام، الظل ، ظل التمام(.

ت�حدث
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2( القتران ق مت�شل على الفترة )1، 5( لأنَّه على �شورة كثير حدود.

3( ابحث في ات�شال القتران ق عند نقطة التفرع  وهي: �ص=1
 �ص←1+نهــــــــا ق)�ص( = 1 + 4 = 5

 �ص←1-نهــــــــا ق)�ص( = 2 × 1 + 2 = 4 
ق)1( = 5 

بما اأنَّ نهـــــــا ق)�ص( ≠ نهــــــا ق)�ص(، اإذن نهـــــا ق)�ص( غير موجودة،
              �ص←1-                             �ص←1+                                �ص←1

وعليه فاإنَّ القتران ق غير مت�شل عند �ص =1      

4( ابحث في ات�شال القتران ق عند �ص= -2  من اليمين.
 �ص←-2+نهــــــــا ق)�ص( = 2 × -2 + 2 = -2

                                                       �ص←-2+ق)-2( = -2  ، بما اأن نهـــــــا ق)�ص( = ق)-2( 

∴ القتران ق مت�شل عند العدد -2 من اليمين.

 5( ابحث في ات�شال ق عند �ص = 5 من الي�شار.
  �ص←5-نهـــــــا ق)�ص( = 9     ، ق) 5( = 9

∴ القتران ق مت�شل عند �ص= 5 من الي�شار.
مما �سبق ينتج اأنَّ الاقتران ق مت�سل على الفترة ]-2 ، 5[ - }1{ . 

اإذا كان ق)�ص(  =    
،   3 ≥ �ص > 5      �ص2   

،   5  ≥  �ص  >7 �ص + 20  
،        �ص = 7     9     

فابحث في ات�شال القتران ق على الفترة ]3 ، 7( ، والفترة ]3 ، 7[.
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2

�س3 - 64             ،   �س ≥ 3
�س - 4

- �س + 4                ،   �س < 3
اإذا كان ق)�س(  =    

 فابحث في ات�صال الاقتران ق على مجاله.
الحل

قاعدة الاقتران ق تتفرع عند �س= 3 
في الفترة ) - ∞ ، 3( الاقتران ق مت�صل لاأنَّه على �صورة اقتران ن�صبي معرف على مجاله.

في الفترة )3 ، ∞ ( الاقتران ق مت�صل لاأنَّه على �صورة كثير حدود.
ابحث في ات�صال الاقتران ق عند نقطة التفرع وهي: �س = 3

ق) 3( = 37
�س←3+نهــــــا ق)�س( = - 3 + 4 = 1 

 37 = 37 -
1 -  =  64 - 3 3

4 - 3 �س←3-نهــــــا ق)�س( =   

بما اأنَّ نهــــــا ق)�س( ≠ نهــــــا ق)�س( ،  اإذن نهـــــا ق)�س( غير موجودة
          �س←3+                           �س←3-                                     �س←3

وعليه فاإنَّ الاقتران ق غير مت�صل عند �س= 3    
مما �صبق ينتج اأنَّ الاقتران ق مت�صل على ح - }3{

فابحث في ات�صال الاقتران ل على مجاله.

اإذا كان ل)�س( =  
 �س2 - 25      ،   �س ≠5

�س - 5
   5 + �س                ،   �س =5
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3

3

1( الاقتران ق مت�صل على الفترة )1، 3 ( ، لاأنَّه على �صورة كثير حدود.

2( الاقتران ق مت�صل على الفترة )3، 5 ( ، لاأنَّه على �صورة كثير حدود.
3( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند نقطة التفرع �س= 3 

        �س←3-نهــــــــا ق)�س( = 9 – 3 × 3 = 0 

         �س←3+نهـــــــــا ق)�س( = 3 × 3 – 9 = 0  ، ق)3( = 0 

بما اأن نهـــــــا ق)�س( = ق)3(  اإذن ق )�س( مت�صل عند �س = 3 
                       �س←3

4( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 1 من اليمين:
          �س←1+نهـــــــا ق)�س(= 9 - 3 = 6 ، ق)1( = 6 

اإذن ق)�س( مت�صل عند العدد 1 من اليمين.
5( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 5 من الي�صار:

          �س←5-نهـــــــا ق)�س(= 3 × 5 – 9 = 6 ، ق)5( = 6 

اإذن ق)�س( مت�صل عند العدد 5 من الي�صار.
وعليه فاإنَّ الاقتران ق مت�صل على الفترة ]1 ، 5 [.

اإذا كان ق)�س( = |3�س – 9 | ، فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]1، 5 [
الحل 

اكتب الاقتران ق ب�صورة مجزاأة دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة على الفترة ]1 ، 5[ ، فتح�صل 
على:

ق )�س( = 
1 ≥ �س > 3   ، 9 - 3 �س  
3 ≥ �س  ≥5  ،  3�س - 9  

اإذا كان ق)�س( = |0.1 – �س | ، فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة] 0.01  ،   0.9[.
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اإذا كان هـ )�س(  =    
 �س2 - �س - 30                    ،     �س <6

اأ �س - 6 اأ
 

   1                                ،    �س = 6 
ب �س                            ،    �س  > 6 

مت�صلًا على ح ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين اأ ، ب .
الحل

بما اأنَّ الاقتران هـ مت�صل على ح اإذن فهو مت�صل عند كل نقطة في ح .
                  �س←6+وعليه: نهـــــــا ق)�س( = ق)6(

 �س2 - �س - 30    = 1  
اأ �س - 6 اأ  �س←6+نهــــــا    

 )�س - 6( )�س+5(   = 1 
اأ )�س - 6(   �س←6+نهـــــــا   

11 = 1       ، ومنه اأ = 11 
اأ

                  �س←6-وكذلك  نهــــــا ق)�س( = ق)6(

نهـــــــا ب �س = ق)6( 
 �س←6-    

6× ب = 1 
  

1
6  ومنه ب = 

4

مت�صلًا على الفترة ]-π ، π[، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين اأ ، ب 

اإذا كان ع)�س( =  
- π ≥ �س >0  ،  جا اأ �س  

5 �س 
�س = 0   ،    2     

π ≤ 0 > �س  ، ب )2+�س(  

4
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1( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-2، 2 [.

2( اإذا كان ل)�س( = |2�س – 10 |، فابحث في ات�صال الاقتران ل على الفترة]-10، 8[.

3( اإذا كان ع)�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ع على ح.

4( اإذا كان ل)�س( =     

فابحث في ات�صال الاقتران ل على مجاله.

5( اإذا كان ع)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ع على الفترة ]3، 4[.

3�س2  + 5               ،   -2  ≥ �س >1
8 �س                         ،   1 ≥ �س ≥ 2 

�س3 - 27             ،   �س > 3
3 - �س

 5 + �س                   ،   �س ≤ 3

    5                          ،        �س =3
 ]�س[ + 5                 ،        3>   �س >  4                                                                        
      4                        ،        �س= 4                     

   4 - �س                 ،    �س> 4

|�س2 – 16|            ،   �س ≤4
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7( اإذا كان الاقتران ع)�س( = 

مت�صلًا على ح، فجد قيمة الثابت هـ.

8( اإذا كان ع)�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ع لجميع قيم �س الحقيقية.

9( اإذا كان ق)�س( = 
  

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-1، 2[.

 �س2 + 5�س +2 ، فما قيم اأ التي تجعل الاقتران ل مت�صلًا على مجموعة
اأ �س2 + �س + 3 10( اإذا كان ل)�س( = 

        الاأعداد الحقيقية ح ؟

 �س2 + 2)هـ  - 1( �س-4هـ        ،   �س≠2
�س - 2

                5 + �س                            ،   �س = 2

،        �س >2     2�س   
،        2 ≥  �س >  4                                                                          ]0.5�س+ 2[  

،        �س ≤ 4                      5�س   
�س2 - 36

]�س[   +  �س                ،     -1 ≥ �س > 0

     +      �س            ،      0≥ �س ≥ 2
3�س2

5   

6( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة  ]0، 6 [.

   �س + 1                    ،     0≥ �س > 3
]0.25 �س + 2[      ،    3≥ �س > 6

|9 - �س|                ،    �س = 6
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ا ال�صكل)1-30(، الذي يمثل منحنى الاقتران ع،جد كلًّا مما ياأتي: 1( معتمدًا
 

      اأ   (  نهـــــــاع)�س( 
�س← 0+

              
�س← 2-ب(  نهـــــــاع)�س(

                     
جـ(  نهــــــاع)�س(

�س← 3
              

�س← 4د  (  نهــــــاع)�س(
                    

هـ( مجموعة قيم اأ حيث  نهـــــــاع)�س(   غير موجودة.
�س← اأ

و ( مجموعة قيم ب حيث ع اقتران غير مت�صل عند �س= ب .                                                                   

2( اإذا كانت نهــــــا ق)�س( = 4 ،  ق)3( = 6  ، فجد قيمة:
�س← 3

                     
      نهــــــا )ق2 )2 �س+1 ( – �س +2( 

          �س← 1

3( اإذا كان ق)�س(= 

     وكانت نهــــــا ق)�س( موجودة ، فما قيمة الثابت جـ؟
�س← 3

                  
 �س2 + )اأ +13( �س + اأ    ،  فجد قيمة الثابت اأ التي تجعل

4( اإذا كان ق)�س( =    �س - 2
     نهــــــا ق)�س( موجودة.

      �س← 2
       

 3- �س                ،      �س < 3
|�س- 3|

 جـ �س2  - 4           ،      �س > 3

ال�صكل )30-1(
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5( اإذا كان ق)�س( = 

�س← 5وكانت نهــــــا ق)�س( موجودة ، فجد قيمة الثابت اأ.
                   

6( جد كلًّا من النهايات الاآتية:
�س + جا 2�س

3�س  �س - جا �س                   ب(  نهــــــا 
1- جتا 2�س 

�س←0                                                                                             �س←0اأ   (  نهــــــا  
              

�س2 - 3�س   
�س-    �س+1  -1

1   - 1  (          د  ( نهــــــا 
�س  (    1

�س←3جـ(  نهــــــا  �س -1 
                                                             

�س←1
        

�س3   - 2| �س|
�س←-3                                                                                         �س←4هـ ( نهــــــا                                                    و  ( نهـــــا      2�س2  - 5�س - 12

       

 جتا �س -    3 جا �س
π - 6 �س �س2 + جا 2�س                         ح ( نهــــــا 

3�س  ز  ( نهـــــا  
 
π

�س←0                                                                                           �س←
       

23 + هـ(π  - جتا)1
هـ قا2�س - 1                           ي ( نهــــــا  

�س2             �س←0                                                                                          هـ ← 0 ط( نهـــــا  

 جتا 3�س  - جتا 5�س
2 �س2  �س←0 ك( نهـــــا   

             

1  ،  فجد قيمة الثابت ب.
4  4�س2  - جا ب �س  =  

ب �س - ظا 4�س �س←70( اإذا كانت نهـــــا    
                     

|�س2 -4�س-5|                    ،  �س <5
|�س- 5|

π �س + 5          ،   �س > 5 
   5   اأ جتا  

1
�س

1
3 +

�س2  +2�س - 3
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8  ( اإذا كان ق)�س( =  
 

  فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 2 

9  ( اإذا كا ن ع)�س( =    

  فابحث في ات�صال الاقتران ع  عند �س= 3

10( اإذا كان ل)�س( =    

  فابحث في ات�صال الاقتران ل عند �س = 

11( ابحث في ات�صال الاقتران ع)�س( =     ]�س[ + �س   على الفترة )1، 2[ .   

         �س3                      ،  �س > 1

2�س   - 1            ، �س  ≤ 1
12( اإذا كان هـ)�س( = 

  فابحث في ات�صال الاقتران هـ لجميع قيم �س الحقيقية.

،     �س ≠ 2  |�س4-2|  
�س- 2 

،     �س = 2 2 + �س  

          ،       > �س > 

        -2                          ،      �س = 

-6�س - ]�س[                 ،       >�س> 

،    -1 ≥ �س>3  �س       - 1| 
  2

    |  

،       3 ≥ �س>4 ]0.5�س + 3[ 

π
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13( اإذا كان ق)�س( =  

    فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-2، 1(.

�س2 - 1  ،  هـ )�س( = ]�س[  ،  فابحث في ات�صال الاقتران 
�س + 2 14( اإذا كان ل)�س( = 

   ل × هـ على الفترة ]0، 2[      

15( يتكون هذا ال�صوؤال من )10( فقرات، كل فقرة لها اأربعة بدائل مختلفة، واحد منها فقط  
�صحيح، �صع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح في ما ياأتي:

�س←1)1( اإذا كانت نهـــــا ق)�س( = 4 ، ق)3( = 6، فما قيمة نهـــــا )ق2 )2�س+1( - �س+7(؟
                                                                                

�س← 3
       اأ (   17                 ب(  13                    جـ(  20                      د (  37                                             

)2( اإذا كان ق اقترانًاا مت�صلًا عند �س=4 ، وكان 3ق)4( =6، وكانت نهـــــــاق)�س( =4ب،
�س← 4+

 فاإنََّّ قيمة الثابت ب ت�صاوي:                                                                                                                                                                    
1                      د (   -2 

2 1                  ب(  2                        جـ( 
3         اأ (  

 ق2)�س( 
�س   ق)�س(  = 3 ، فاإنَّ نهـــــــا 

�س  )3( اإذا كان ق اقترانَ كثير حدود ، وكانت نهـــــــا 
�س← 2                                                 �س← 2

       ت�صاوي:                                                                          
اأ (  9                     ب(   18                    جـ(  6                       د(  36   

                

،      -2≥ �س >-1 �س2 - 1  
�س + 1

،     -1≥ �س > 1    �س]�س[  
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الاأعداد  مجموعة  على  ف  المعرَّ ق  الاقتران  منحنى  يمثل  الذي  ال�صكل)31-1(  ا  معتمدًا  )4(
ا هي: الحقيقية ح، فاإنََّّ مجموعة قيم اأ حيث نهـــــا ق)�س( = �صفرًا

                                                                                  �س← اأ 

 اأ  ( }-2 ، 0 {
ب( } 0 {

جـ( } 0 ، 2 {
د  ( }-2 ، 0، 2 {

4 - �س2  ت�صاوي:
2 - �س  )5( نهـــــــا 

�س← -2
             

اأ  (   -1                 ب(  �صفر                 جـ(  -3                      د (   3 

6�س4 + 18�س2   ت�صاوي:
2�س2 - 3�س3  )6( نهــــــا 

�س← 0
        

       اأ  (   -6               ب(   -2                   جـ(   3                        د (   9 

)7( اإذا كان ق اقترانًاا مت�صلًا عند �س= 1 ، وكان ق)1( = 4 ، فاإنَّ
 + ق)�س((  ت�صاوي:

|�س-1| 
�س -1  �س← 1+نهـــــــا )

            
اأ  (  3                    ب(   1                    جـ(  5                        د ( غير موجودة

ال�صكل )31-1(
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ا ال�صكل )1-32( الذي يمثل ) 8 ( معتمدًا
    منحنى الاقتران ق المعرف على ح، 

    ما مجموعة قيم اأ التي تجعل
    نهـــــا ق)�س( غير موجودة؟

�س← اأ
          

    اأ ( }0، 1، 3{    ب( }1، 3، 4 {      جـ( }0، 1، 3، 4 {     د(}1، 3 {

)  9 ( اإذا كان ل)�س(= 

π   هي:    فاإنََّّ قيمة اأ التي تجعل الاقتران ل  مت�صلًا عند �س= 
   اأ  (  -2                 ب(   �صفر                  جـ(  -4                 د (  4 

)10( اإذا كان ق)�س(=   

  فاإنََّّ الاقتران ق مت�صل على الفترة:
  اأ (  ]1 ، 2 [           ب(  )1، 2 (           جـ(  ]1 ، 2 (         د (  )1 ، 2 [     

ال�صكل )32-1(

    3                    ،       �س = 1
 ]�س[  +5           ،       1 >  �س >  2                                                                        

      4                  ،       �س = 2                     

π 2جتا2�س             ،   �س > 

π اأ �سπ + 2 2         ،   �س ≤ 
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2
á«fÉãdG IóMƒdG

التفاضـل
Di�erentiation

تت�صمن بع�س الظواهر في حياتنا  تغيرًاا في كمياتها اأو قيا�صاتها بالن�صبة لمتغير اآخر، مثل �سرعة 
�صاروخ بالن�صبة للزمن، اأو قيمة العملة بالن�صبة لعملة اأخرى، اأو حجم بالون كروي بالن�صبة لطول 

ن�صف قطره ، ... اإلخ، يُ�صتخدم علم التفا�صل في درا�صة مثل هذه التغيرات.
تطور علم التفا�صل عبر درا�صة ثلث م�صائل رئي�صة هي:

م�صاألة المما�س و م�صاألة ال�سرعة و م�صاألة القيم الق�صوى )الكبرى وال�صغرى(.
و �صنقدم في هذه الوحدة مفهوم الم�صتقة وقواعد اإيجادها. 
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2
á«fÉãdG IóMƒdG

التفاضـل
Di�erentiation

و�صف القاطع والمما�س لمنحنى اقتران هند�صيًّاا.
اإظهار فهمٍ للم�صتقة واإيجادها با�صتخدام التعريف.

و�صف وح�صاب الم�صتقة الاأولى لاقتران عند نقطة با�صتخدام التعريف ب�صيغ مختلفة.
ا�صتخدام رموز مختلفة للتعبير عن الم�صتقة الاأولى.

التمييز بين الات�صال والقابلية لل�صتقاق عند نقطة.
تعليل عدم قابلية الا�صتقاق. 
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معدل التغير والم�شتقات
 Rate of Change and Derivatives الفصل الأول

  تجد معدل التغير في فترة محددة.
  تف�سر مفهوم معدل التغير هند�صيًّاا، وفيزيائيًّاا.

  تتعرف الم�صتقة الاأولى لاقتران عند نقطة، وتُف�سرها هند�صيًّاا وفيزيائيًّاا.
  تجد الم�صتقة الاأولى لاقتران عند نقطة با�صتخدام التعريف، وَب�صورتها العامة . 

  تبحث في قابلية ا�صتقاق اقتران على فترة.
  تف�سر العلقة بين ات�صال اقتران عند نقطة، وقابلية ا�صتقاقه عند هذه النقطة.

 تدر�س قابلية اقتران لل�صتقاق عند نقطة معينة م�صتعينا بالات�صال، وتف�سر الحالات التي يكون فيها الاقتران 
غير قابل لل�صتقاق عند نقطة. 

الاإنتاج  ال�صكان ومعدّلات  تزايد عدد  التغير في مجالات كثيرة، مثل: درا�صة  يُ�صتعمل معدل 
يم يتحرك على خط م�صتقيم  ومعدلات تدفق المياه، وال�سرعة والت�صارع.وتُ�صكل درا�صة حركة جُ�صَ
م�صاألتين مهمتين في  اقتران  منحنى  نقطتين على  بين  الوا�صل  القاطع  وميل  اأو عمودي(،  )اأفقي 

ا�صتخدامات معدل التغير.

معدّل التغي
Rate of Change أولًا  

عند رمي حجر في بركة ماء راكدة تتكون دائرة يزداد طول قطرها بمرور الزمن . ما معدّل 
الزيادة في م�صاحة الدائرة عندما يزداد طول قطرها من 8 �صم اإلى 10 �صم ؟
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جد ∆�س اإذا تغيّرت �س من 2.3 اإلى 2.5
الحل 

∆ �س = �س2 - �س1 = 2.5 - 2.3 = 0.2

اإذا تغيرت قيمة متغير مثل �س من �س1 اإلى �س2 فاإنَّ مقدار التغير في �س هو �س2– �س1، و�صنرمز 
للتغير في �س بالرمز ∆�س ) ويقراأ دلتا �س (.

1

2
اإذا كان �س = ق)�س( = �س2- 4�س + 1، فَجِد مقدار التغير في الاقتران ق في الحالات الاآتية :

1( اإذا تغيرت �س من   1   اإلى   3
2( اإذا تغيرت �س من   �س1 = ن     اإلى    �س2 = ن – 1

1
جد ∆ �س في الحالات الاآتية:

1( �س1 = 4 ، �س2 = 3.7
2( اإذا تغيرت �س من �س1 = ن   اإلى    �س2 = ن + 1

مقدار التغير في الاقتران
اإذا كان �س = ق)�س( اقترانًاا معرفًاا على الفترة] اأ ، ب [  وتغيرت �س من �س1  اإلى �س2 

ا لذلك من قيمة �س1 اإلى قيمة �س2، حيث �س1 =  ق)�س1( ،  فاإنََّّ �س �صتتغير تبعًا
�س2 =  ق)�س2(.

يُرمز لمقدار التغير في قيمة الاقتران ق بالرمز 
∆ �س = �س2- �س1 = ق)�س2( - ق)�س1(= ∆ ق)�س(
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الحل
= �س2  - �س1 1(  ∆ �س 

= ق)3( - ق)1( = )23 – 4 × 3 +1( – ) 1 – 4 + 1(    
ا    =  ) - 2 ( – ) - 2 ( = �صفرًا   

=   ق)ن - 1( - ق)ن( 2(  ∆ �س 
=  ) )ن - 1(2 – 4 ) ن - 1 ( + 1 ( – ) ن2 – 4ن + 1(   

= ن2 – 2 ن + 1- 4 ن + 4 + 1 – ن2 + 4 ن – 1 = 5 –2ن    

اإذا  كان ق)�س( = �س3 - �س ، فجد معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س من -1 اإلى 2 
الحل

  2=    
 0 - 6 

3   =    
ق)2(  - ق)-1( 

)1-( -2  ∆ �س   = 
∆ �س

3

4

 ∆ �س   يُ�صمى معدل التغير في �س عندما تتغير 
∆ �س اإذا كان  �س = ق)�س( ، �س1 ≠ �س2 فاإنََّّ المقدار 

�س من �س1 اإلى �س2 حيث:
 ق)�س2(  - ق)�س1(   

   =   �س2 - �س1   
 
 �س2 - �س1

 ∆ �س   =  �س2 - �س1   
∆ �س

حيث  �س2 = �س1 + ∆ �س

اإذا كان �س = ق)�س( = 5 – �س2، جد معدل التغير في الاقتران ق اإذا تغيرت �س من 2 اإلى 2.1.

اإذا كان ق)�س( = | 2�س - 6| ، فجد معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 4[.

2

الحل

، �س1 = 1     ،  �س2 = 4 ق)�س ( =        
2�س - 6         ،   �س ≤ 3
6   - 2 �س      ،   �س > 3
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التف�سير الهند�سي لمعدّل التغير
يمثل ال�صكل )2- 1( منحنى الاقتران ق.

النقطتان اأ)�س1، �س1( ، ب)�س2، �س2(
 واقعتان عليه.

3
1 �س - 1[  فجد معدل التغير في الاقتران ق في الفترة]3 ، 5[.

 2
اإذا كان ق)�س(= ] 

ال�صكل )1-2(

ا  قاطعًا ، ب  اأ  النقطتين  بين  الوا�صل  الم�صتقيم  يُ�صمى 
لمنحنى الاقتران ق.

جد ميل القاطع الوا�صل بين النقطتين )2 ، ق)2( ( ، )5 ، ق)5( ( الواقعتين على منحنى الاقتران 
ق حيث ق)�س( = �س2 – 3�س .

 الحل
= معدّل تغير الاقتران ق في الفترة]2 ، 5[ ميل القاطع 

4 = 12
 3

 =      )2-( -10
3   =    

ق)5(  - ق)2( 
2- 5  =   

5

 2-
 3

 =    
 4 - 2

3   =    
ق)4(  - ق)1( 

1-4  ∆ �س   = 
∆ �س   ∴

ال�صكل )1-2(

 ق)�س2(  - ق)�س1(   
   =   �س2 - �س1   

 
 �س2 - �س1

ميل اأ ب  =   �س2 - �س1   
 ∆ �س   = ظا هـ                                                         

∆ �س   =                        
حيث هـ  زاوية ميل اأ ب  )وهي الزاوية المح�صورة بين اأ ب   والاتجاه الموجب لمحور ال�صينات(.

 : اأي اأنََّّ
ميل القاطع = معدّل التغير = ظا هـ

تعريف ميل الم�صتقيم اإذا عُلمت نقطتان عليه

العلقة بين ميل الم�صتقيم وزاوية ميله
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التف�سير الفيزيائي لمعدّل التغير
في درا�صة حركة جُ�صيم يتحرك على خط م�صتقيم اأفقي اأو عمودي غالبًاا ما يُ�صتخدم محور اأفقي 
ا للم�صتقيم الذي يتحرك عليه الج�صيم. في هذه الحالة يُعتبر التحرك  مع نقطة اأ�صل عليه بو�صفه نموذجًا
في الاتجاه الموجب اإذا كان من الي�صار اإلى اليمين، وفي الاتجاه ال�صالب اإذا كان من اليمين اإلى الي�صار.

ا يتحرك على خط م�صتقيم بحيث كان موقعه من نقطة الاأ�صل في اأية لحظة ن  على فر�س اأنَّ جُ�صيمًا
معرفًاا بالقاعدة ف)ن(، اإذا تغيرت ن من ن1 اإلى ن2 فاإنَّ موقع الُج�صيم �صيتغير من الموقع  ف)ن1( 

اإلى الموقع ف)ن2( .اإذا قطع الُج�صيم خلل الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[ م�صافة ∆ ف فاإنََّّ الن�صبة :

     ،   ∆ن < 0             
ف)ن1 + ∆ ن( - ف)ن1( 

∆ن     =    
ف)ن2( - ف)ن1( 

ن2 -ن1  ∆ ف   =  
∆ ن

 ∆ ف   
∆ ن تُ�صمى ال�سرعة المتو�سطة للجُ�صيم في الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[ ويُرمز لها بالرمز ع ، اأي اأنَّ ع = 

4
مع  قيا�صها °135  زاوية  ي�صنع  ، ق)3((   3( ، ق)1((،   1( بالنقطتين  المارُّ  القاطع  كان  اإذا 

الاتجاه الموجب لمحور ال�صينات، فجد معدّل تغير الاقتران ق في الفترة  ]1 ، 3[.

يتحرك جُ�صيم على خط م�صتقيم ح�صب العلقة ف)ن( = ن2- ن حيث ن الزمن بالثواني ، 
ف)ن( الم�صافة بالاأمتار ، اأجب عن ال�صوؤالين الاآتيين: 

ر اإجابتك. 1( هل �سرعة الُج�صيم ثابتة اأم متغيرة ؟ برِّ
2( اح�صب ال�سرعة المتو�صطة للجُ�صيم في الفترة الزمنية  ]2 ، 5[ .

ال�سرعة المتو�صطة )ع( لُج�صيم يتحرك على خط م�صتقيم في الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[  هي معدل 
التغيرفي اقتران الم�صافة  ف)ن( وبالرموز:

    ،  ∆ن < 0
ف)ن1 + ∆ ن( - ف)ن1( 

∆ن  ف)ن2( - ف)ن1(     = 
ن2 -ن1  ∆ ف   =   

∆ ن ع =    

6
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6

5

الحل
1( الم�صافة المقطوعة بين ن =1 ،  ن = 2 : هي ف)2( – ف)1( = 2 – 0 = 2 م
الم�صافة المقطوعة بين ن =2 ،  ن = 3 : هي ف)3( – ف)2( = 6 – 2 = 4 م

ال�سرعة متغيرة؛ لاأنَّ الم�صافة المقطوعة في الفترة الزمنية ]1، 2[ تختلف عنها في الفترة الزمنية ]3،2[

20 - 2    =  6م/ث  
 3

 =    
ف)5(  - ف)2( 

2- 5  ∆ ف   =   
∆ ن 2( ع =  

يتحرك جُ�صيم على خط م�صتقيم ح�صب العلقة ف)ن( = 3 ن2 – 4ن + 20؛ حيث ف بُعد 
الج�صيم بالاأمتار عن نقطة ثابتة )و( ، ن الزمن بالثواني ، اح�صب ال�سرعة المتو�صطة للج�صيم في 

الفترة الزمنية ]1 ، 4[ .

اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 6[ ي�صاوي 12، وكان 
هـ )�س( = 2�س – 3 ق)�س(  ، فَجِد معدل التغير في الاقتران هـ في الفترة ]1 ، 6[. 

الحل

    = 12                                                              لماذا؟
ق)6(  - ق)1( 

1- 6
)2 * 6 - 3ق)6(( - )2 * 1 - 3ق)1((  

 5
  =    

هـ)6(  - هـ)1( 
1- 6 هـ   =  

 ∆ 
∆ �س                 

)   
ق)6(  - ق)1( 

5  ( 3 -   
 2 - 12

 5
12 - 3ق)6( - 2 + 3ق)1(  =

 5
  =        

34- = 36 - 2 =12 *  3 - 10
 5

=        

7

اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 4[ ي�صاوي 6 ، وكان 
هـ )�س( = 3 �س – ق)�س( + 2 ، فَجِد معدل التغير في الاقتران هـ في الفترة ]1 ، 4[. 
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1(اإذا كان ق)�س( = �س2– �س ، فجد مقدار التغير في قيمة الاقتران ق اإذا تغيرت �س من : 
اأ  ( 3  اإلى  4                            ب(  �س1 = 2  اإلى  �س2 = 2 + هـ

2( اإذا كان ق)�س( = �س2 – 3 ، فجد  معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س من )1( اإلى )1 + هـ(.

3( تحرك جُ�صيم في الم�صتوى الاإحداثي على خط م�صتقيم من النقطة اأ )�س ، �س( اإلى النقطة 
     ب )2، 5(. اإذا كانت ∆�س = 0.1 ،  ∆ �س = 0.6 فجد اإحداثيي النقطة اأ.

اإذا زاد طول �صلعها من  4( �صفيحة معدنية مربعة ال�صكل تتمدد بالحرارة محافظة على �صكلها، 
6�صم   اإلى  6.1 �صم، فَجِد معدل تغير م�صاحة ال�صفيحة بالن�صبة اإلى طول �صلعها.

5( اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ] -1 ، 2[ ي�صاوي 5 ، فجد معدل التغير في 
الاقتران هـ)�س( = 4 �س2 - 3ق)�س( على الفترة نف�صها .

6( قُذف ج�صم راأ�صيَّا للأعلى بحيث يكون بُعده )ف( بالاأمتار عن �صطح الاأر�س بَعد )ن( ثانية 
معطىًا بالعلقة ف)ن( = 60ن – 5ن2 جد: 

اأ   (  ال�سرعة المتو�صطة للج�صم في الفترة الزمنية ]2 ، 5[.
ب( ال�سرعة المتو�صطة للج�صم بدلالة ∆ ن ؛ اإذا تغيرت ن من �صفر اإلى ∆ ن.

7( اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]1 ، 4[ ي�صاوي 3 ، وكان ق)1( + ق)4( = 2، 
فجد معدل التغير في الاقتران هـ)�س( = ق2)�س( على الفترة ]1 ، 4[ .

8( اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]2 ، 5[ ي�صاوي 7 ، و كان معدل تغيره على 
الفترة ]5 ، 9[ ي�صاوي 14، فجد معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]2 ، 9[.
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9  ( اإذا كان القاطع المارُّ بالنقطتين )1 ، ق)1(( ، )2 ، 4( الواقعتين على منحنى الاقتران ق 

 مع الاتجاه  الموجب لمحور ال�صينات، فجد ق)1(.
راد π 3

   4 ي�صنع زاوية قيا�صها 

10( اإذا كان ق)�س ( = 
  

       فجد معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س  من  1  اإلى  4 . 

11( اإذا كان ق)�س( = ) �س2 + �س( -1 ، وكان مقدار التغير في قيمة الاقتران  ق عندما تتغير �س 
1  ( ، فجد قيمة �س2 حيث  �س2 <0

3 من 1 اإلى �س2 ي�صاوي ) - 

12( يمثل ال�صكل )2-2(  منحنى الاقتران ق على الفترة ] 1، 5 [ .

  جد ميل العمودي على القاطع   اأ ب  .                 

|2�س - 3 |     ،     0 ≥ �س > 2

] �س + 1 [        ،     2 ≥ �س > 6

ال�صكل )2-2(
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ا معدل التغير لاقتران معطىًا وتف�صيره الهند�صي والفيزيائي. في هذا الدر�س �صوف  تعلَّمت �صابقًا
ت�صتخدم النهايات ومعدل التغير لاإيجاد الم�صتقة قَ للقتران ق ، و�صيظهر لك اأنَّ قَ  )�س1(  تمثل 
ميل المما�س لمنحنى �س = ق)�س( عند النقطة ) �س1، ق)�س1(( ، واإذا كان �س = ق)ن( يمثل اقتران 
م�صافة لج�صم يتحرك على خط م�صتقيم فاإنََّّ قَ   )ن1( ي�صف ال�سرعة اللحظية للج�صم عند الزمن ن1.   

د علقة هذه النهاية بميل هذا الم�صتقيم.    ∆ �س  ، وحدِّ
∆ �س                                                          ∆�س←0اإذا كان �س = اأ�س + ب ، فجد نهــــــــا 

الم�شتقة الأولى ثانيًا  
First Derivative

ال�صكل )3-2(

عندما توؤول ∆ �س اإلى ال�صفر )اأي تقترب اإلى القيمة �صفر( يوؤول القاطع )اأ ب(  اإلى مما�سّ 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة اأ )تنطبق ب على اأ (، اأي يوؤول ميل القاطع اإلى ميل المما�سّ عند 
، �س1( )�س1  اأ  النقطة  عند  لمنحنى ق  المما�سِّ  ميل  ي�صبح  الحالة  ، �س1(. في هذه  اأ)�س1  النقطة 

 ∆ �س    اإن وُجدت.
∆ �س ي�صاوي  نهـــــــا 

    ∆�س←0

على  النقطة ب  اإذا تحركت  ال�صكل )3-2(  في 
منحنى الاقتران ق مقتربة من النقطة اأ، فاإنََّّك تلحظ 
اأنَّ �س2 تقترب من �س1، واأنَّ ∆�س ت�صغر �صيئًاا ف�صيئًاا، 

ا لذلك ياأخذ القاطع ) اأ ب ( اأ�صكالاًا مختلفة  وتبعًا
 ،....وتتغير ∆ �س. 

  ،  اأب3  
 ،  اأب2

 اأب1
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 ∆ �س   معدل التغير في �س بالن�صبة اإلى �س اأو الم�ستقة الاأولى للاقتران ق عند 
∆ �س يُ�صمى المقدار نهــــــــا 

�س←0
 
∆                         

النقطة )�س1، ق)�س1(( ويُرمز لها باأحد الرموز الاآتية:

�س  |                    
�س قَ  )�س1( اأو       �سَ |     اأو       

                                                          �س = �س1                                �س = �س1

ق)�س1 + ∆ �س( - ق)�س1(   
∆�س      =  نهـــــــا 

 ق)�س2(  - ق)�س1( 
اأي اأنََّّ  قَ )�س1( = نهــــــــا   �س2 - �س1   

                                                             ∆ �س←0
                                           �س2←�س1

 

فًاا على فترة مفتوحة تحتوي �س1، وكانت  اإذا كان �س = ق)�س( اقترانًاا معرَّ
ق)�س1 + هـ( - ق)�س1(   موجودة ، فاإنََّّ هذه النهاية  تُ�صمى الم�صتقة الاأولى للقتران

هـ 
هـ ←0  نهــــــا 

ق عند �س = �س1 .   
�س |    

�س ويُرمز لها بالرمز قَ )�س1( اأو   
                                                                        �س = �س1

ويكون قَ  )�س1( هو ميل المما�س لمنحنى ق عند �س1.

لاحظ اأنَّه تم ا�صتخدام هـ بدلاًا من ∆ �س للتب�صيط .
اإذا كانت النهاية موجودة نقول اإنَّ ق قابل للا�ستقاق عند �س1 ، اأو يوجد لمنحنى الاقتران ق مما�س 

عند �س1 . 
للا�ستقاق  قابل  غير  ق  اإنََّّ  اأي  موجودة  غير  قَ )�س1(  اإنَّ  فنقول  موجودة  غير  النهاية  كانت  اإذا  اأما 

عند �س1.
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هـ ) 2+هـ(        =2
هـ       = نهـــــا  

 2هـ + هـ2
 1+2هـ+ هـ2  +3 - 4       = نهــــــا   هـ

هـ  هـ ←0                                                                                                                 هـ ←0                                        هـ ←0            = نهـــــا    
                        

لاحظ اأنَّ قَ )1( = 2 تمثل ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق عند النقطة )1 ، 4(.

2

 ق)2+4هـ(  - ق)2(       .
6هـ 

اإذا كان قَ )2( = 9 ، فجد نهـــــا    
                                                               هـ ←0

الحل
م
4 بفر�س اأنَّ 4هـ = م ⇐ هـ = 

عندما هـ ←0 فاإنََّّ م ←0 
 ق)2+م(  - ق)2(   

م
4  

*6
=  نهـــــا   ق)2+4هـ(  - ق)2(       

6هـ              هـ ←0                                                                   م ←0∴ نهـــــا    

 ق)2+ م (  - ق)2(       
م 

2 نهـــــا 
3 م ←0                                                      = 

                                                                 
  6=9 * 2

3 2 قَ )2( =  
3  =                                                      

1
 اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( اإذا كان ق)�س( = �س3 + 2�س ، فجد قَ )- 1(.
 ق)0(  - ق)5هـ(   

3هـ 
                                                             هـ ←20( اإذا كان قَ)0( = 6، فجد نهـــــا  

اإذا كان ق)�س( = �س2 + 3 ،  فجد ، قَ )1(.
الحل

))1+هـ(2 + 3( - )4(    
هـ     = نهـــــا 

 ق)1+هـ(  - ق)1( 
هـ   هـ ←0                                                                                                         هـ ←0 قَ )1( = نهـــــا  

                        

1
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2
�س    عند �س = 2  

�س ، فجد    �س   
�س + 1  اإذا كان   �س = ق)�س( = 

اإذا كان ق)�س( = | �س-1| فجد قَ)�س( عند كلٍّ من القيم الاآتية:
1( �س = 3                             2( �س = 0

4

في تعريف الم�صتقة، اإذا ا�صتخدمت الرمز �س بدلاًا من الرمز �س1 + هـ )اأي اأنَّ �س= �س1 + هـ(  فاإنَّ 
هـ = �س - �س1

واإنَّ �س ← �س1  عندما هـ ←0ويكون 
 

 ق)�س(  - ق)�س1(   
�س- �س1

 ق)�س1+هـ(  - ق)�س1(      =  نهـــــــا
هـ 

 قَ )�س1(  =  نهــــا  
                            هـ ←0                                                           �س ←�س1

وعليه؛ يمكن التو�صل اإلى ال�صورة الاآتية لم�صتقة ق عند �س1:
تعميم

 ق)�س(  - ق)�س1(   
�س- �س1 

1      قَ )�س1(  =  نهــــــــا  
                                     �س ←�س

3  
اإذا كان ق)�س( =   �س + 1  ، فجد قَ )3(.

الحل
   �س + 1 - 2    

�س - 3   ق)�س(  - ق)3(         = نهــــــا 
�س - 3                          �س ←3                                                       �س ←3 قَ)3( = نهـــــــا     

  �س + 4-1   
    = نهــــــا  )�س-3( )   �س + 1 + 2(

  �س + 1 + 2 
�س + 1 + 2     �س + 1 - 2  *  

�س - 3  = نهــــــا   
                    �س ←3                                                                                  �س ←3 

1
4  =    1  

= نهــــــا   �س +1 + 2  
�س ←3
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فًاا عند العدد �س = اأ : ليكن الاقتران ق معرَّ
 ق)�س(  - ق) اأ (         موجودة ، فاإنََّّ قَ+  ) اأ ( تُ�صمى الم�صتقة

�س - اأ                                                            �س ←اأ +1(اإذا كانت  قَ+  ) اأ ( =  نهــــــا     

 الاأولى للقتران ق من اليمين عند �س = اأ .
 ق)�س(  - ق) اأ (        موجودة ، فاإنََّّ قَ-  ) اأ ( تُ�صمى الم�صتقة

�س - اأ                                                            �س ← اأ -2(اإذا كانت  قَ-  ) اأ ( =  نهــــــا     

الاأولى للقتران ق من الي�صار عند �س = اأ .
3( اإذا كانت  قَ-  ) اأ ( = قَ+  ) اأ ( = ل ، فاإنَّ قَ ) اأ ( موجودة وت�صاوي ل ، وبخلف ذلك، 

فاإنَّ قَ ) اأ ( غير موجودة اأو ق)�س( غير قابل لل�صتقاق عند �س = اأ .

5

اإذا كان ق)�س( =  

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س =  3 .
الحل 

لاحظ اأنَّ قاعدة الاقتران ق تتفرع عند �س = 3 ؛ لذا يجب اإيجاد قَ- )3( ، قَ+ )3(

�س2               ،    �س ≤ 3
6�س- 9       ،    �س > 3

        
 6�س - 9 - 9 

�س - 3          =  نهـــــــا   
 ق)�س( - ق)3( 

�س - 3                              �س ←3-                                                                 �س ←3-قَ- )3( =  نهـــــــا   

 6 )�س -3(      = 6
�س- 3                          �س ←3-     =  نهــــــا   

الحل 
ق)�س( = | �س-1|  =          لماذا؟

  �س - 2-1    = 1
�س - 3   ق)�س( - ق)3(         = نهــــــا 

�س - 3                                    �س ←3                                                         �س ←3       1(  قَ)3( =  نهــــــا     

  1- �س-1   = -1
�س   ق)�س( - ق)0(         = نهــــــا 

�س                                  �س ←0                                                         �س ←0       2(  قَ)0( =  نهــــــا     

،     �س ≤ 1 �س - 1 
،    �س > 1 1 - �س 
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يمكنك اإيجاد قَ )�س( با�صتخدام اإحدى ال�صورتين )1( ، )2(.

فًاا على الفترة ]اأ ، ب[ ، فاإنََّّ قَ ) اأ (، قَ )ب( غير موجودتين؛ لاأنَّ ق  اإذا كان الاقتران ق معرَّ
غير معرّف على ي�صار العدد اأ، وغير معرّف على يمين العدد ب.

تعميم

تعميم

 �س2  - 9   
�س- 3    ق)�س(  - ق)3(       =  نهــــــــا  

�س- 3                           �س ←3+                                                           �س ←3+قَ+ )3( = نهــــــا   

)�س-3(  )�س+3(       =  نهــــــا  )�س+3(  =6 
�س - 3                           �س ←3+                                                                  �س ←3+            = نهـــــــا   

3
4�س + 1      ،     -3 ≥ �س > 1
اإذا كان كان ق)�س( =  2�س + 3      ،       1 ≥ �س ≥ 5

في كثير من الاأحيان تحتاج درا�صة م�صتقة الاقتران عند اأي نقطة في مجاله ، اأي درا�صة الم�صتقة 
الاأولى كاقتران في �س. لاإيجاد هذا الاقتران ، �صع الرمز �س بدلاًا من الرمز �س1 في تعريف الم�صتقة.

جد قَ)-1( ، قَ )1( اإن وجدت.

واإذا ا�صتبدلت ع  بـ ) �س + هـ( ، اأي اأنََّّ ع = �س + هـ  فاإنََّّ هـ = ع – �س .
عندما هـ ←0 فاإنََّّ ع ← �س . ت�صبح المعادلة )1( على ال�صورة الاآتية:

تعميم

 ق)�س+هـ(  - ق)�س(         ............ )1(
هـ

قَ)�س( =  نهــــــــا  
                       هـ ←0  

 ق)ع ( - ق)�س(         ............ )2(
ع - �س قَ)�س( =  نهــــــا  

                      ع ←�س  

بما اأنَّ قَ- )3( = قَ+ )3( = 6 
∴  قَ )3( = 6،  اأي اأنََّّ الاقتران ق قابل لل�صتقاق عند �س= 3 
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ح فجد قَ)�س( با�صتخدام تعريف الم�صتقة. اإذا كان ل)�س( = �س3– 3 �س2 + �س، �س 
7

يمكن اإيجاد قَ )�س( ، �س  )1 ، 4( في الفرع )1( بالطريقة الاآتية : 

       
 1-ع2 - 1+ �س2 

ع - �س  ق)ع ( - ق)�س(        = نهــــــا  
ع - �س                            ع ←�س                                                             ع ←�س قَ )�س(  =  نهـــــا

 )�س-ع(  )�س + ع(        = - 2�س
ع - �س  �س2 - ع2         = نهـــــا  

ع - �س                         =  نهــــــا 
                            ع ←�س                                          ع ←�س 

1- )�س+هـ(2 - )1- �س2(       
هـ

 ق)�س+هـ(  - ق)�س(          = نهـــــا  
هـ  

قَ)�س( =  نهـــــا  
                           هـ ←0                                                                     هـ ←0                

هـ ) -2�س -هـ(   = -2�س
هـ   =  نهـــــا 

1-�س2   -2�س هـ - هـ 2  -1+ �س2
هـ                 = نهـــــا

                     هـ ←0                                                                                     هـ ←0                                          

∴ قَ)�س( = - 2�س لجميع قيم �س   )1 ، 4(                
2( قَ)3( = -2× 3 = - 6

3 - = 3
2  × 2 - =  ) 3

2 3( قَ )

اإذا كان ق)�س( = 1 – �س2 ، �س  ]1 ، 4[ ، فجد كلًّا مما ياأتي:
) 3

2 1( قَ )�س(                                  2( قَ )3(                               3(  قَ )
الحل

6

الحل

ع3 - 3 ع2  + ع- �س3 + 3�س2 - �س        
ع - �س ق)ع ( - ق)�س(         = نهــــــــا 

ع - �س قَ)�س( = نهــــــــا  
                    ع ←�س                                              ع ←�س 

 ع    - �س          
ع - �س  ع2   - �س2         + نهــــــــا 

ع - �س  ع3   - �س3          3نهــــــــا 
ع - �س                    = نهـــــــا 

                   ع ←�س                                          ع ←�س                                        ع ←�س 
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4

8

  �س         فجد  قَ)�س( با�صتخدام تعريف الم�صتقة.
�س2 + 8 اإذا كان ق)�س( = 

 

ي�صاوي  قيمة(  اأي  )عند  قطرها  ن�صف  طول  اإلى  بالن�صبة  الدائرة  م�صاحة  تغير  معدل  اأنَّ  اأثبت 
محيط الدائرة.

البرهان
معدل تغير اقتران عند نقطة هو م�صتقة الاقتران عند تلك النقطة، كما تعلمت في بداية هذا الدر�س.

بفر�س اأنَّ طول ن�صف قطر الدائرة �س والم�صاحة م ، فتكون م)�س( = π �س2.
والمطلوب اإثبات اأنَّ مَ )�س( = π2�س

 
πعπ - 2 �س2        

ع - �س م)ع ( - م )�س(         = نهــــــا 
ع - �س                       ع ←�س                                                ع ←�س مَ )�س( = نهـــــا  

 π )ع  - �س( )ع  + �س(         
ع - �س π )ع2  - �س2 (          = نهــــــا 

ع - �س                    ع ←�س                                      ع ←�س                                     = نهـــــا  

                   ع ←�س  = نهــــــا π )ع + �س ( = π2�س  وحدة طول.

 )ع  - �س( )ع  + �س(          +1
ع - �س )ع - �س()ع2 +ع �س+�س2(            3نهــــــــا 

ع - �س                        ع ←�س                                                                          ع ←�س                                              = نهــــــــا  

              = 3 �س2 – 6�س + 1

5
�صفيحة معدنية مربعة ال�صكل تتمدد بانتظام محافظة على �صكلها. جد معدل التغير في م�صاحة 

هذه ال�صفيحة بالن�صبة اإلى طولها، عندما يكون طولها 20 �صم.
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البرهان
بطرح واإ�صافة ق)�س( في الب�صط

ق)�س + 2هـ( - ق)�س( + ق)�س( - ق)�س - 2هـ(        
هـ

ق)�س + هـ( - ق)�س - 2هـ(          = نهـــــا         
هـ

  نهـــــا     
   هـ ←0                                                                           هـ ←0

ق)�س( - ق)�س - 2هـ(        
هـ

ق)�س + 2هـ( - ق)�س(       +  نهـــــا   
هـ

              = نهــــا  
                           هـ ←0                                                                       هـ ←0

- و 
2 بفر�س و = - 2هـ  ،  فاإن هـ =  

واأنَّ و ← 0 عندما هـ  ← 0
ل 

2 بفر�س ل = 2هـ ، فاإن هـ = 
واأنَّ ل ← 0 عندما هـ ← 0   

   
ق)�س( - ق)�س + و(     

- و
2

ق)�س + ل( - ق)�س(      + نهـــــا   
ل
2

                            ل ← 0                                                                      و ←0    = نهــــــا  

ق)�س + و( - ق)�س(   
و

ق)�س + ل( - ق)�س(      + 2نهـــــا   
ل      = 2نهــــــا  

                               ل ← 0                                                                          و ←0

      = 2قَ )�س(  + 2قَ )�س( = 4 قَ )�س(

: اإذا كان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق، فاأثبت اأنََّّ

 ق)�س + 2هـ(  -  ق)�س - 2هـ(         = 4قَ)�س(  
هـ

  نهــــــا 
    هـ ←0

9
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1( ا�صتخدم تعريف الم�صتقة لاإيجاد الم�صتقة الاأولى لكلًّا من الاقترانات الاآتية عند قيمة )قيم( �س 
المبينة اإزاء كلٍّ منها:

اأ   ( ق)�س( = 8 – 5�س                           ،  �س = 3 

ب( م)�س( = �س3 + �س2                                              ،  �س = -1

جـ( ل)�س( =    �س - 1  ، حيث �س   ≤1 ،  �س = 5

د  ( ع)�س(  =                                                                 

      عند �س =0 ، �س= 3، �س = 6

هـ( ك)�س( =| �س2– 4|                      ، �س = 1 ، �س = 2

 2�س                                     ، �س = –1
و (  �س =  �س + 3

ا تعريف الم�صتقة: �س  لكلٍّ من الاقترانات الاآتية م�صتخدمًا  
�س 2(جد 

4  ،  �س ≠0              ب( �س =    2�س - 6  ،  �س<3 
�س اأ   (   �س= �س2- 

جـ( �س  = �س3                                         د  (  �س =   3  �س

: 3( اإذا كان ق اقترانًاا قابل لل�صتقاق، فاأثبت اأنَّ

 ق)�س+هـ(  - ق)�س- هـ(        = 2قَ)�س(  
هـ

اأ   (  نهــــــا  
            هـ ←0

 ع ق)�س(  - �س ق)ع (        = ق)�س( - �س قَ)�س(  
ع -�س ب ( نهــــــا 

          ع ←�س

 �س2 - �س                    ، 0 > �س ≥ 3
5�س - 9                     ، 3 > �س > 6
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 ْ 5( اإذا كان ق)�س( = )�س- اأ ( ل)�س( ، حيث ل)�س(  اقتران مت�صل عند �س = اأ  ، اأ ثابت، فبينِّ
با�صتخدام تعريف الم�صتقة اأن قَ) اأ (  = ل) اأ ( .

6( اأنبوب من المعدن اأ�صطواني ال�صكل يزيد ارتفاعه عن طول ن�صف قطر قاعدته بمقدار وحدتين، 
الجانبية  م�صاحته  تغير  معدل  جد  �صكله،  على  ا  محافظًا بالتمدد  فبداأ  بالحرارة  الاأنبوب  ن  �صُخِّ

بالن�صبة اإلى طول ن�صف قطر قاعدته؛ عندما يكون طول ن�صف قطر قاعدته 6 �صم .  

7( اإذا كان معدل التغير للقتران ق عندما تتغير �س من �س اإلى �س + هـ ي�صاوي )6 �س2هـ - 3�س هـ2(، 
حيث: هـ عدد حقيقي يقترب من ال�صفر، فجد قَ )-2(.

اإلى  ا على �صكله، جد معدّل تغير حجم المكعب بالن�صبة  8( مكعب معدني يتمدد بانتظام محافظًا
طول �صلعه، عندما يكون طول �صلعه وحدتَيْ طولٍ.

ي�صاوي  قيمة(،  اأية  )عند  قطرها  ن�صف  طول  اإلى  بالن�صبة  الكرة  حجم  تغير  معدل  اأنَّ  اأثبت   )9
م�صاحة �صطحها.

3ع ق)ع( - 3�سق)�س (        = 3ق)�س( + 3�س قَ)�س(  
ع -�س

جـ ( نهـــــا  
         ع ←�س

ق)5 - 2هـ( - ق)5 + 4هـ(          
هـ                                                    هـ ←40 ( اإذا كان قَ)5( = 6 فجد نهـــــا  
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الت�شال وال�شتقاق
Continuity and Differentiability ثالثًا  

1( للبحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=1 يجب اإيجاد النهاية عن يمين العدد 1 وعن ي�صاره، 
لماذا؟ 

 �س←1+                                                   �س←1+نهــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  )�س-1(  =0 

نهــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  )1-�س(  =0 
�س←1-                                              �س←1-

            �س←1                                                 ومنه نهـــــا  ق)�س( =0  

ق)1( =0
                                                            �س←1                                                ∴ ق مت�صل عند �س =1 لاأنَّ نهــــــا  ق)�س( = ق)1(  

2( وللبحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س=1، لا بد من اإيجاد قَ-)1( = قَ+)1( ،لماذا؟

�س -0-1         = 1
�س - 1 ق)�س( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1                                 �س←1+                                           �س←1+  قَ+ )1( = نهـــــــا  

1- �س        = -1
�س -1 ق)�س ( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1 قَ- )1( = نهـــــــا  
                             �س←1-                                          �س←1- 

∴ قَ )1( غير موجودة  لاأنَّ قَ+ )1(≠ قَ-)1( 
لاحظ في الم�صاألة ال�صابقة اأنَّ الاقتران ق مت�صل عند النقطة )1 ، ق)1(( لكنه غير قابل لل�صتقاق 

عند هذه النقطة.

اإذا كان ق)�س( = | �س –1|، فاأجب عما ياأتي: 
1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=1.

2( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س=1.
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والاآن، اإذا كان اقتران ما قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1 فهل يكون مت�صلًا عندها ؟ واإذا كان غير 
مت�صل عند �س = �س1 فهل يمكن اأن يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1؟

البرهان 
ق)�س( - ق)�س1(         موجودة

�س - �س1 بما اأنَّ ق قابل لل�صتقاق عند �س = �س1 ، فاإنَّ   قَ )�س1( = نهـــــــا  
                                                                                  �س← �س1

                                          والمطلوب اإثبات اأنَّ  نهـــــــا  ق)�س( =   ق)�س1(    
                                 �س←�س1

�س - �س1          (  ، �س ≠ �س1
 ق)�س( -  ق)�س1( = )ق)�س( - ق)�س 1(( )   �س - �س1

باأخذ النهاية للطرفين 
ق)�س( - ق)�س1(         * نهــــــــا )�س - �س1(

�س - �س1 نهــــــــا  )ق)�س( - ق)�س1(( = نهــــــــا  
�س← �س1

                                                                                         �س← �س1                                                                             
 �س← �س1

نهـــــــا ق)�س( - نهـــــــا ق)�س1( = قَ )�س1( * 0
                                                  

                                     �س← �س1
 �س← �س1

                                                  نهــــــا ق)�س( - ق)�س1( = 0
 �س← �س1

                                                 ∴ نهـــــــا ق)�س( = ق)�س1( 
        �س← �س1

وبما اأنَّ ق)�س1( معرفة ، فاإنَّ ق)�س( مت�صل عند �س = �س1.

نظرية 1

 اإذا كان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1 فاإنَِّّه يكون مت�صلًا عند �س = �س1.

1

اإذا كان  ق)�س( = 

قابلًا لل�صتقاق عند �س = -2 ، فَجد قيمة الثابت اأ . 

 �س3 -4�س      ،  �س <-2
2�س + اأ          ،  �س ≥ -2
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نهــــــــا )2�س+ اأ( = نهـــــــــا ) �س3– 4 �س(
   

�س←-2+
                                   

�س←-2-

- 4 + اأ  =  -8 + 8، ومنه  اأ = 4     

الحل
 بما اأنَّ ق اقتران قابل لل�صتقاق عند �س = -2 ، فاإنَّ ق)�س( مت�صل عند �س = -2 ، اأي اأنَّ 

نهــــــا ق)�س( موجودة وعليه يكون:
     

�س←-2

        هند�سيًّا اإذا كان ق اقتراناً قابلًا للا�ستقاق عند �س = �س1 فاإنَِّّه يوجد لمنحنى الاقتران ق مما�سًا عند 
)�س1، ق)�س1((. 

2

اإذا كان  ق)�س( =                                           ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 4
2( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 4

الحل
1( نهـــــــا  ق)�س( =  نهـــــــا  )3�س-7( = 12 - 7 = 5   

 �س←4-                                                      �س←4- 

نهـــــــا  ق)�س( =  نهـــــــا  )  �س + 3( =   4  + 3 = 5    
�س←4+                                                     �س←4+

               �س←4 ومنه: نهـــــــا  ق)�س( = 5     

 ق)4( =   4  + 3 = 5

   �س  + 3    ،  �س ≤ 4
   3�س- 7   ،  �س > 4

والمثال الاآتي يو�صح اأنِّ عك�س النظرية )1( غير �صحيح. ) اأي اأنََّّه: اإذا كان ق اقترانًاا مت�صلًا عند 
ا اأن يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1( �س= �س1 ، فلي�س �سرطًا
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 �س - 2         
�س - 4  �س + 3 - 5         = نهـــــــا

�س - 4 ق)�س ( - ق)4(         = نهـــــــا  
�س - 4 قَ+ )4( = نهـــــــا   

                            �س←4+                                                   �س←4+                                                �س←4+

1
4  �س - 4          = 

 �س + 2        = نهـــــــا  )�س - 4()   �س + 2(
�س + 2  �س - 2         *  

�س - 4                           �س←4+                                                                           �س←4+                                         = نهــــــا   

قَ)4( غير موجودة لاأنَّ قَ- )4( ≠ قَ+)4( . اأي اأنََّّ ق غير قابل لل�صتقاق عند �س= 4.
لاحظ هنا اأنَّ ق اقتران مت�صل عند �س= 4 لكن قَ )4( غير موجودة.

ملاحظة
      بتحليل المقام اإلى)    �س + 2( )   �س - 2( .

 �س -2 
�س - 4 يمكنك اإيجاد نهــــــا 

                       �س←4+

1

اإذا كان  ق)�س( =                                        ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=2
2( ابحث في قابلية ا�صتقاق الاقتران ق عند �س = 2

4  + 1    ،  �س ≤ 2
�س    

   5�س- 1    ،  �س > 2

3)�س - 4(          = 3 
�س - 4            �س←4-     = نهـــــــا  

                                                                             �س←4 ∴ الاقتران ق مت�صل عند �س= 4 لاأنَّ نهـــــــاق)�س( = ق)4( 

2( لاإيجاد  قَ )4( جد  قَ- )4( ، قَ+ )4( ،  لماذا؟ 

3�س - 7 - 5        
�س - 4 ق)�س ( - ق)4(          = نهــــــا  

�س - 4 قَ-  )4( = نهـــــــا  
                           �س←4-                                                                                         �س←4-
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نقطة  التي تم بحث م�صتقتها عند  ال�صابقة  الاأمثلة  الاقترانات في  اأنَّ كل  اأنَّك لاحظت  بدَّ  لا 
كانت مت�صلة عند هذه النقطة، لكن ماذا يحدث لم�صتقة الاقتران عند نقطة؛ اإذا كان الاقتران غير 

مت�صل عند هذه النقطة؟
تناق�س النظرية الاآتية علقة عدم الات�صال عند نقطة بقابلية الا�صتقاق عندها.

نظرية 2

اإذا كان ق اقترانًاا غير مت�صل عند النقطة )�س1 ، ق)�س1(( فاإنَِّّه غير قابل  لل�صتقاق عندها.

الحل
1( اأعد تعريف الاقتران ق حول �س = 1

ق)�س( = 2 لكل �س  ] 0، 3 (
قْ من ذلك.                                       لماذا؟ ق مت�صل عند �س= 1 .  تحقَّ

0 =       
  2 - 2
�س - 1 ق)�س ( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1                               �س←1                                                  �س←1 قَ)1( = نهــــــا  

2( اأعد تعريف ق حول �س = 3

1 �س+2 [ = 
3 [ 

.3  = �س  عند  لل�صتقاق  قابليته  تبحث  اأن  قبل   3  = �س  عند  ق  الاقتران  ات�صال  في  ابحث 
 �س←3-                                                                   �س←3+نهـــــــا  ق)�س( =2،   نهــــــا ق )�س(  = 3 

   2        ، 0 ≥ �س > 3
   3       ،  3 ≥ �س > 6

1 �س + 2[ ، فاأجب عما ياأتي :
3 اإذا كان ق)�س( = ]

1( ابحث قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 1.

2( ابحث قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 3.

3
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              �س←3-                                                  �س←3+بما اأنَّ نهـــــــا  ق)�س( ≠ نهــــــا ق )�س( ، فاإن:

       �س←3 نهــــــا  ق)�س( غير موجودة ، اأي اأنََّّ ق غير مت�صل عند �س = 3 ، وعليه فاإنََّّ ق غير قابل

  لل�صتقاق عند �س = 3 ) نظرية 2(.

الحل
1( ق اقتران غير قابل لل�صتقاق عند �س=1 ، �س= 5 لاأنَّهما طرفا فترة

2( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 2 ، لماذا؟
�س6 -4( =  -1     نهـــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  ) 

�س←2-                                                    �س←2-

نهـــــــا ق)�س( =  نهــــــا )3�س +1( =  7    
�س←2+                                                     �س←2+

غير موجودة  
 

                       �س←2-                                                �س←2                                    �س←2+                               بما اأنَّ نهـــــــا ق)�س( ≠ نهـــــــا ق)�س(، فاإنَّ نهــــــا ق)�س( 

∴ ق غير مت�صل عند �س = 2 وعليه فاإنَّ قَ)2( غير موجودة.

3( ابحث الم�صتقة  عندما 1> �س> 2 
ق)ع ( - ق)�س(       

ع - �س ع←�س  قَ )�س( = نهـــــا  
                   

  
ع6 -4( - ) �س6 -4(        (

ع - �س               = نهـــــا  
                          ع←�س                                                  

2

اإذا كان  ق)�س( =                                         

فابحث قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 2 ، �س = 4.

    �س + 1      ،     0 ≥ �س > 2
   �س2 - 1     ،     2 ≥ �س ≥ 5

6 - 4     ،  1   ≥ �س ≥2
�س     

   3�س+ 1    ،   2  > �س ≥ 5
اإذا كان ق)�س(=                                                      ، فجد قَ)�س( على مجاله.

4
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4( ابحث الم�صتقة عندما  2> �س > 5
 ق)�س + هـ(  - ق)�س(       

هـ      قَ)�س( =  نهـــــا 
                                 هـ ←0

)3)�س + هـ( + 1(  - )3�س +1(       
هـ

             هـ ←0= نهـــــا 

3�س + 3 هـ  + 1 - 3�س - 1
هـ                هـ ←0= نهـــــا  

3هـ    = 3
هـ               هـ ←0= نهـــــا 

- �س6 ع6
ع - �س ع←�س= نهـــــا

      
6�س - 6ع

ع �س
ع - �س         ع←�س= نهـــــا 

6-
�س2 6)�س -ع(        =  

      ع←�س= نهـــــا ع �س)ع - �س(

-6             ،    1> �س > 2
   �س2

غير موجودة    ،     �س  = 5،2،1 
    3              ،     2> �س > 5

: مما �صبق تجد اأنَّ

قَ)�س( =  



104

1( ابحث في قابلية ا�صتقاق كل اقتران مما ياأتي عند قيمة ) قيم( �س  المبينة اإزاء كلٍّ منها:

 �س                  ،       �س = 1  
اأ   ( ق)�س( =  �س - 1

ب( ع)�س( = )�س - 2(] �س [   ،       �س = 2

1 ، �س= - 1
4 جـ( ل)�س( = ] 3 - 2�س [       ،        �س = 

د  ( ك)�س(  =                                                        �س=0 ،  �س= 3، �س = 5

2( اإذا كان  ق)�س( = 

فجد قَ)9( اإن وُجدت.

3( اإذا كان  هـ)�س( = 

اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س= 1 ، فَجد قيمة الثابت اأ.

4( اإذا كان ق)�س( =   

ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ)�س(.

5( اإذا كان ع)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ع لل�صتقاق عند �س = 2

 �س2 -2�س   ،       �س > 2

2�س - �س2   ،       �س ≤ 2

    �س2  + 2�س    ، 0 ≥ �س >3
   6�س- 3        ،  3 > �س ≥ 5

    �س2              ،      �س ≥ 1
   2�س + اأ      ،      �س < 1

 �س - 9        ،      �س ≠ 9
  �س - 3

  6              ،      �س = 9

 -1-2�س    ،      �س > -1
      �س2         ،      -1≥�س≥1

      �س         ،       �س <1
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6( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ )�س(.

7( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ)�س(.

  0               ،     �س ≥ 0
5 - �س        ،    0  > �س>4

1          ،     �س ≤ 4 
5 - �س

] �س [          ،    1≥ �س > 2
 | �س-3|      ،    2≥ �س ≥ 4
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البرهان 
با�صتخدام تعريف الم�صتقة يكون

ا = �صفرًا  ) جـ -جـ(  
هـ  ق)�س+ هـ(  - ق)�س(         = نهـــــا 

هـ                            هـ ←0                                                                  هـ ←0قَ )�س( =  نهـــــا  

تف�صير هذه النتيجة هند�صيًّاا باأنَّ التمثيل البياني للقتران الثابت ق)�س( = جـ م�صتقيم اأفقي، وميل 
ا. الم�صتقيم  الاأفقي= �صفرًا

ا اإيجاد م�صتقة اقترانات ب�صيطة با�صتخدام التعريف، ولكنَّ اإيجاد م�صتقات بهذه  در�صت �صابقًا
الطريقة لاقترانات مثل ق)�س( = ) �س3 + 6�س – 5( اأو ق)�س( = �س3|�س| عند �س = 4 يتطلب 

اإجراء عمليات جبرية مطولة.
في هذا الدر�س �صتتعلم قواعد تـمكنك من اإيجاد الم�صتقة بطرق مخت�سرة.

قاعدة )1(

ا ، لكل �س  ح. اإذا كان ق)�س( = جـ ، حيث جـ عدد ثابت ، فاإنَّ قَ)�س( = �صفرًا

الفصل الثاني

اإذا كان ق)�س( = �س3 |�س| ،  فَجد قَ)�س( عند �س = 4.

قواعد ال�شتقاق)1(أولًا
Differentiation Rules 1

قواعد الاشتقاق
Rules of Differentiation

  ت�صتخدم قواعد الا�صتقاق لاإيجاد الم�صتقات.
  تجد الم�صتقات العليا لاقترانات و علقات معطاة حتى الم�صتقة الرابعة.

  تجد م�صتقات الاقترانات الدائرية.
يَغ الاقترانات المركّبة.    ت�صتخدم قاعدة ال�صل�صلة لاإيجاد م�صتقة �صِ

  تجد الم�صتقة الاأولى لعلقة �صمنية.
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البرهان
�سنحتاج الحقيقة الاآتية في البرهان

ع ن – �س ن  = )ع – �س( ) ع ن –1 + ع ن –2�س + ع ن – 3�س2 + ...+ ع �س ن – 2+ �س ن –1(

 ق)ع(  - ق)�س(          ) الم�صتقة الاأولى من التعريف(
ع - �س

قَ)�س( =  نهــــــــا  
                     ع ← �س  

عن  -  �سن           
ع - �س

=  نهـــــــا    
                     ع ← �س  

 )ع - �س( )عن –1 + عن –2 �س + عن –3    �س2  + ... + ع �سن –2 + �سن –1  (     
ع - �س =  نهــــــا      

                     ع ← �س  

= نهــــــا )عن –1 + عن –2 �س + عن –3  �س2  + ... + ع �سن –2 + �سن –1  (         
ع ← �س

                   
= �سن –1 + �سن –1 + �سن –1 + ... + �سن –1          ن من المرات  

= ن �سن –1  

1

2

اإذا كان ق)�س( =    3  فجد قَ)�س( ، قَ)1(، قَ)- 4(
الحل

قَ )�س( = 0، لكل �س  ح ؛ لاأنَّ ق)�س( اقتران ثابت.
قَ )1( = 0، قَ)- 4( = 0

قاعدة)2(
اإذا كان ق)�س( = �سن ، حيث ن عدد �صحيح موجب  ، فاإنَّ قَ)�س( = ن �سن-1

جد قَ)�س( ثم جد قَ)-1( في كلٍّ مما ياأتي:
1( ق)�س( = �س5                      2( ق)�س( = �س                    3( ق)�س( = �س12
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البرهان 
 جـ ق )ع(  - جـ ق )�س(       

ع - �س
 هـ )ع(  - هـ )�س(         = نهــــــــا 

ع - �س
ع ←�سهـَ  )�س( =  نهــــــــا  

                                      
                             ع ←�س                        

 ق )ع(  - ق )�س(         = جـ قَ )�س(
ع - �س

                               ع ←�س             =  جـ نهـــــــا  

اأي اأنََّّ م�صتقة عدد ثابت م�سروبًاا في اقتران ي�صاوي العدد الثابت م�سروبًاا في م�صتقة الاقتران.

جد قَ )�س( في كلٍّ مما ياأتي:
�س3         

π 1( ق )�س( =4�س5                 2( ق)�س( = - �س6            3( ق)�س( =  
الحل

1( قَ )�س( = 4×)5�س4( = 20�س4
2( قَ )�س( = )-1()6�س5( = -6�س5
3        �س2 

π 1         )3�س2( = 
π 3( قَ )�س( = 

اقتراناتٍ  ق�صمة  اأو  �سرب  اأو  طرح  اأو  جمع  من  مكونة  اقترانات  م�صتقات  اإيجاد  نحتاج 
، �صنناق�س اإيجاد هذه الم�صتقات في القواعد الاآتية. ب�صيطةًا

قاعدة)3(

: اإذا كان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س، جـ عدد ثابت، وكان هـ )�س( =جـ ق)�س( ، فاإنَِّّ
َ )�س( =جـ قَ )�س(. الاقتران هـ )�س( قابل لل�صتقاق عند �س واأن هـ

3

الحل
،   قَ )-1( = 5 1( قَ )�س( = 5 �س4   
،   قَ )-1( = 1 2( قَ)�س( = 1 × �س0 = 1  

،   قَ )-1( = -12 3( قَ )�س( = 12 �س11  
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الحل
عبّر عن ق)�س(  دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة حول العدد -2:

ق)�س( =  �س4× - �س = - �س5          ،      لماذا؟
قَ )�س( = -5�س4

∴ قَ )-2( = -5 )-2(4 = -80

البرهان 
  )ل)ع( + م)ع(( -  )ل)�س( + م)�س((      

ع - �س   ق)ع(  -  ق)�س(          = نهـــــــا 
ع - �س  قَ )�س( =  نهــــــا   

                        ع ←�س                                                           ع ←�س

  م)ع( - م)�س(      
ع - �س   ل)ع(  -  ل)�س(          + نهـــــــا 

ع - �س     =  نهــــــا   
                            ع ←�س                                                            ع ←�س

    =   لَ )�س(   +    مَ )�س(
َ )�س(، يمكن كتابة هـ)�س(  على ال�صورة: لاإثبات اأنَّ هـَ )�س( = لَ )�س( – م

 هـ )�س( = ل)�س( + )-1( م)�س( وبا�صتخدام قاعدة م�صتقة مجموع اقترانين؛ وقاعدة م�صتقة حا�صل

قاعدة)4(

قاعدة الجمع والطرح
اإذا كان كلٌّ من الاقترانين ل، م  قابلًا لل�صتقاق عند �س، وكان،  

ق)�س( = ل)�س( + م)�س( ، هـ )�س( = ل)�س( - م)�س( 
فاإنَّ كلًّا من الاقترانين ق، هـ قابل لل�صتقاق عند �س، وتكون:

قَ )�س( = لَ )�س( + مَ )�س( 
هـَ  )�س( = لَ )�س( – مَ )�س(

4
اإذا كان ق)�س( = �س4| �س |  فجد  قَ  )-2( 

1
جد م�صتقة كلٍّ من الاقترانات الاآتية:

�س         
2 1(ق1)�س( = 6                2( ق2)�س( = - 4�س2                3( ق3)�س( =  
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وب�صورة عامة : اإذا كان كلٌّ من الاقترانات ق1، ق2،... ، قن قابلًا لل�صتقاق عند �س وكان : 
: ل)�س(  =  ق1)�س( + ق2)�س( + ق3)�س( + ... + قن)�س(،فاإنَّ

 )�س( + ق2َ )�س( + ق3َ )�س( + ... + قَ ن)�س(
 لَ )�س( =  ق1َ

نتيجة

 اإذا كان ق اقترانًاا كثير حدود ، فاإنَّ ق قابل لل�صتقاق لكل �س  ح. 

6

5

الحل
1( قَ )�س( = 14 �س + 4   3 �س3
2( قَ )�س( = 20 �سπ 6 - 4�س5

جد قَ )�س( في كلٍّ مما ياأتي :
1( ق)�س( = 7 �س2 +    3 �س4                   2( ق)�س( = 4 �سπ - 5 �س6

اإذا كان ق)�س( = �س4  – 6�س2 + 4 ، فجد كلًّا مما ياأتي : 
1( قَ)�س(                                2( قيم �س التي يكون عندها لمنحنى الاقتران ق مما�س اأفقي.

الحل
1(  قَ)�س( =4�س3 -12�س 

2( يكون المما�س اأفقيًّاا عندما قَ)�س( = 0      
اأي اأنََّّ 4�س3 -12�س =0  

         4�س) �س2–3( =0    
 ومنه �س= 0 ، �س = ±   3 

∴ يكون المما�س اأفقيًّاا عند �س= 0، �س = ±    3

�سرب عدد ثابت في اقتران تجد اأنَّ هـَ  )�س( = لَ )�س( + )–1( مَ )�س( ومنه هـَ  )�س( =  لَ  )�س( –  مَ )�س(
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7

3

الحل 
اأعد تعريف الاقتران ق دون ا�صتخدام رمز اقتران اأكبر عدد �صحيح حول �س =0.6

    )1،         1
2 1         ،  وبما اأنَّ 0.6 ] 

2 ] 2�س +1[ يغير قاعدته بعد كل فترة طولها 

] 2�س +1[ = ]2 × 0.6 + 1 [ =  ]2.2[ = 2
اإذن ت�صبح القاعدة ق)�س( = 4 �س3– 2 

قَ )�س( = 12�س2
قَ )0.6( = 12× )0.6(2  = 4.32

اإذا كان ق)�س( = | �س-2 | + 3 �س2  ،  فجد قَ )1(.
الحل

اأعد تعريف الاقتران ق)�س( دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة .
لاحظ اأنَّ | �س-2 | = 2- �س حول العدد 1 

وعليه فاإنََّّ ق)�س(    = 3�س2– �س + 2
                قَ )�س(   = 6�س -1 

                قَ)1(     =  5

اإذا كان ق)�س( = 4 �س3 - ] 2�س +1[ فجد قَ  )0.6(

اأجب عن كلٍّ مما ياأتي :
1( اإذا كان  ق)�س(= 2�س3 ) 4�س – 5�س2( فجد قَ )�س(.

2( اإذا كان ق)�س( = ]  3�س + 1 [  + | �س | فجد قَ )0.4(.

2

3          ( فجد قَ ) -1(
�س اإذا كان ق)�س( = 5�س4 )2�س -  

8
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1( جد الم�صتقة الاأولى لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :
 اأ   ( ق)�س( =    30                                    ب(     �س  = 4 �س10

 
1          �س(4

2  جـ(      �س = π 4 2                                    د  ( ق)�س( = ) 

�س  لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :  
�س  2( جد 

1          )�س2 +8( 
4  اأ  ( �س = �س2 + 3�س - 4                          ب( �س = 

1          �س3 - �س
3 1          �س4 + 

4 π          4 �س3                                  د  ( �س = 
3 جـ( �س = 

3( جد قَ)�س ( لكلٍّ من الاقترانات الاآتية عند قيمة �س المبينة اإزاء كلٍّ منها :
1          �س4                                                                  ، �س = - 1

2      اأ  ( ق)�س( = 
    ب( ق)�س( = �س2 + | 3�س – 6 |                      ، �س = 3

1          �س +5[ -4�س2                  ، �س = 2.4 
2     جـ( ق)�س( =]

     د ( ق)�س( = 3�س +] �س + 0.1 [ - | �س |      ، �س = -1

4( اإذا كان ل، هـ اقترانين قابلين لل�صتقاق، وكان لَ )-2 ( = 4 ، هـَ )-2 ( = -3 ، فجد قَ)-2( 
في كلٍّ  مما ياأتي:

اأ   ( ق)�س( = 6 ل)�س( – 2هـ )�س(
      ل)�س( + هـ )�س( + �س3

   1
2 ب( ق)�س( = 

5( اإذا كان ق)�س( =       

وكانت قَ )1( موجودة ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتيْن اأ ، ب.

 اأ �س2+ ب �س              ،  �س ≥ 1
4- ب �س2+ اأ �س        ،  �س < 1
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6( اإذا كان    ق)�س( =                                    

وكان ق)�س( اقترانًاا مت�صلًا عند �س= جـ ، وكان ل)�س( اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س = جـ. 
فاأثبت اأنََّّ الاقتران ق قابل لل�صتقاق عند �س = جـ ، ثم جد  قَ)جـ( .

 ل) �س(                     ،  �س ≥ جـ
 لَ )جـ( ) �س-جـ(    ،  �س < جـ
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قواعد ال�شتقاق  2
Differentiation Rules 2 ثانيًا  

ا القواعد العامة لا�صتقاق نوع معين من الاقترانات، و�صتتعرف في هذا الدر�س  تعلمت �صابقًا
قواعد اأخرى.

ثم  ال�سرب  ناتج  ) 4�س2 +1( جد   ) �س3 + 6�س - 5   ( الاقتران ق)�س( =  م�صتقة  لاإيجاد 
ا�صتخدم قواعد الا�صتقاق ال�صابقة.

ق)�س(  =  4 �س5 + 25 �س3– 20 �س2 + 6 �س - 5
قَ )�س( =  20 �س4 + 75�س2 – 40 �س + 6

يمكن اإيجاد  قَ)�س( دون اإيجاد ناتج ال�سرب كما في القاعدة الاآتية:

قاعدة)1(

قاعدة ال�سرب   
اإذا كان الاقترانان ل، هـ قابلين لل�صتقاق عند �س، وكان  ق)�س(= ل)�س( × هـ )�س( ، فاإنََّّ 

: الاقتران ق يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س، واإنَّ
      قَ)�س( =  ل)�س( ×  هـَ )�س( + هـ )�س( × لَ)�س( 

اأي اأنََّّ م�صتقة حا�صل �سرب اقترانين ت�صاوي:
      الاقتران الاأول × م�ستقة الثاني + الاقتران الثاني × م�ستقة الاأول

اإذا كان ق)�س( = ) �س3 + 6�س( ) 4�س2 - 3( فجد قَ )�س(.
الحل

     )�س3 + 6�س(
�س     ) 4�س2 - 3( + ) 4�س2 - 3( 

�س  قَ )�س( = ) �س3 + 6�س( 

        ، فجد قَ )�س( . 
4�س2 - 3 

اإذا كان ق)�س( =   �س4 + 2�س +1

1
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قاعدة)2(

= ) �س3  + 6�س( ) 8�س( + ) 4�س2 - 3( )3�س2 + 6(
= 8�س4  + 48�س2 + 12�س4 + 24�س2 - 9�س2 - 18 =  20 �س4 + 63 �س2 - 18 

حُلَّ المثال )1( بطريقة اأخرى.

1          �س  + 3(  فجد قَ )�س(.
2   اإذا كان ق)�س( = ) 4 - 2 �س3( ) 

قاعدة الق�سمة   
ل )�س( ،  هـ )�س( ≠ 0 ، 

اإذا كان الاقترانان ل، هـ قابلين لل�صتقاق عند �س، وكان ق)�س( =  هـ )�س(
فاإنََّّ الاقتران ق يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س، واإنَّ 

هـ)�س( * لَ)�س(  - ل)�س(  * هـَ )�س(     
)هـ)�س((2 قَ)�س( = 

اأي اأنَّ م�صتقة حا�صل ق�صمة اقترانين ت�صاوي :
   المقام * م�ستقة الب�سط - الب�سط *  م�ستقة المقام 

                                         ) المقام (2

1

        ، فجد قَ )�س( . 
�س3 + �س 
�س2 + 5 اإذا كان ق)�س( =

2

الحل
: ا�صتخدم قاعدة الق�صمة لتجد اأنَّ

قَ)�س( =

=           

     )�س2+ 5(   
�س     )�س3+ �س( - )�س3+ �س( * 

�س  )�س2+ 5( *  
 )�س2+ 5(2

 )�س2+ 5( )3�س2+ 1( - )�س3+ �س()2�س(   
)�س2+ 5(2

)3�س4+ �س2 + 15�س2+ 5( - )2�س4+ 2�س2(   
)�س2+ 5(2

�س4+ 14�س2 + 5   
)�س2+ 5(2    ==
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اإذا كان الاقتران ل قابلًا لل�صتقاق عند �س، اأ عدد ثابت وكان: 
: ، ل)�س( ≠  0 فاإنِّ الاقتران ق يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س، واإنَّ  اأ 

ل)�س(  ق)�س( =

- اأ لَ)�س(  
) ل)�س( (2 قَ )�س( = 

ا ثابتًاا . النتيجة الاآتية  قد تواجهك بع�س الاقترانات المكوّنة من ب�صط ومقام يكون ب�صطها عددًا
تُ�صهل عليك العمليات الجبرية لاإيجاد م�صتقة مثل هذه الاقترانات.

2�س =1

�س =  1
  �س 

�س     فجد 
6�س + 1   

اإذا كان �س =   �س2  - 4

نتيجة)1(

نتيجة)2(

اإذا كان ق)�س( = �سن ، �س ≠ 0 ، ن عدد �صحيح �صالب،  فاإنَّ قَ)�س( = ن �سن-1

البرهان
افر�س اأنَّ ن = - م ، �س ≠ 0 حيث م عدد �صحيح موجب، فيكون ق)�س( = �س ن = �س- م.

1
با�صتخدام خ�صائ�س الاأ�ص�س يكون  ق)�س( =  �س م

 - م  * �سم-1      = -م �سم -1-2م  = -م �س-م -1
)�سم(2  =      )

 �سم   * 0  - )1( )م �سم-1
)�سم(2 قَ )�س( = 

قَ  )�س( = -م �س-م -1 = ن �سن-1          لاأن - م = ن

اأثبت نتيجة )1(.
ر وناق�س فكِّ
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3

3
جد م�صتقة كلٍّ من الاقترانات الاآتية:

�س4 - 3         
�س3   π                     2( ق)�س( = �س-4                3( ع)�س( =

1(ل)�س( =   �س2
الحل

1( با�صتخدام النتيجة )1( يكون:

       π 2-
(      =  �س3

- π )2 �س 
)�س2(2       لَ )�س( = 

2( با�صتخدام النتيجة )2( يكون:
         4-

      قَ  )�س( = - 4 �س-4 -1 = - 4 �س-5 =  �س5
3( يمكن اإعادة كتابة ق على ال�صورة

3         =  �س - 3 �س- 3
3        = �س-  �س3

�س4        -   �س3
      ع )�س( =  �س3

با�صتخدام النتيجة )2( وقواعد الا�صتقاق يكون :
       9

عَ )�س( = 1 - 3)-3( �س-          4  = 1 + 9 �س-          4   = 1 +   �س 4

�س    لكلٍّ مما ياأتي :  
�س  جد  

2 - �س3             
3                                                  2(  �س=  �س  

1( �س=  �س 2

ر وناق�س فكِّ
حُلَّ فرع )3( من مثال )3( بطريقة اأخرى.
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2(ابحث في ات�صال ق)�س( عند �س = اأ وهناك حالتان :
  اأ ( ق اقتران غير مت�صل عند �س = اأ وبناءًا عليه ق غير قابل لل�صتقاق عند  �س = اأ ) نظرية 2 

في الات�صال والا�صتقاق(
ب( ق مت�صل عند �س = اأ وفي هذه الحالة يجب بحث قابلية الا�صتقاق عند �س = اأ با�صتخدام 

تعريف الم�صتقة عند نقطة.
�صورة  على  قواعدها  التي  المت�صعبة  الاقترانات  في  الا�صتقاق  قواعد  ا�صتخدام  ويمكنك 

كثيرات حدود اأو ن�صبية.

قَ)�س( = 
 لَ) �س(       ،  �س < 1
هـَ )�س(    ،  �س > 1

 ل) �س(       ،    �س ≤ اأ
هـ )�س(    ،    �س > اأ

 الحل 
1( عندما �س<1 ، ق اقتران مت�صل؛ لاأنَّه على �صورة كثير حدود، اإذن قَ)�س( = 24�س2 + 4

عندما �س >1، ق اقتران مت�صل؛ لاأنَّه على �صورة كثير حدود، اإذن قَ)�س( = 16 �س + 12 

اأي اإنَّ  قَ )�س( =                                              

اإذا كان ق)�س( =                                                            ، فجد قَ)�س(.
 8�س3 + 4�س                          ،   �س ≤ 1
 8�س2 + 12�س - 8        ،   �س > 1

 24�س2 + 4      ،  �س < 1
 16�س + 12     ،  �س > 1

4

لاإيجاد م�صتقة الاقتران المت�صعب ق)�س( = 

 حيث لَ  )�س( موجودة لكل �س < اأ ، هـَ )�س( موجودة لكلِّ �س > اأ  ، اتبع الخطوات الاآتية:
1( جد لَ )�س( عندما �س < اأ، هـَ  )�س( عندما �س > اأ  فيكون :

م�ستقة الاقترانات المت�سعبة
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5

اإذا كان ق)�س( = �س3| �س - 2 | فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على ح .
الحل

1( اأعد كتابة الاقتران ق دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة.

| �س - 2| = 
: وعليه فاإنَّ

 ق )�س( = 

2( عندما �س <2 ، ق مت�صل لاأنَّه على �صورة كثير حدود،  قَ )�س( = 4�س3 – 6�س2
 عندما �س >2 ، ق مت�صل لاأنَّه على �صورة كثير حدود،  قَ )�س( = 6�س2 – 4�س3

اأي اأنَّ  قَ )�س( =                                                   

  �س - 2     ،  �س ≤ 2
  2 - �س    ،  �س > 2

  �س4 - 2�س3     ،  �س ≤ 2
  2�س3 - �س4     ،  �س > 2

  4�س3 - 6�س2      ،  �س < 2
  6�س2 - 4�س3      ،  �س > 2

قَ )�س( =                                               
 24�س2 + 4       ،  �س < 1
       28              ،  �س = 1
 16�س + 12     ،  �س > 1

يمكنك الاآن كتابة قَ )�س( لكل �س   ح على ال�صورة :

قَ+ )1( = 24)1(2  + 4 = 28
قَ- )1( = 16)1( + 12 = 28 

بما اأن قَ+)1( = قَ-)1( =28
اإذن قَ )1( = 28

2( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 1.
ق مت�صل عند �س= 1                                              لماذا؟
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3( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 2.
ق اقتران مت�صل عند �س= 2                                         لماذا؟

قَ+ )2( = 4)2(3- 6)2(2 = 8
قَ- )2( = 6)2(2 - 4)2(3 = - 8

بما اأنَّ قَ+)2( ≠ قَ-)2( فاإنَّ قَ )2( غير موجودة. 
يمكنك الاآن كتابة قَ )�س( لكلِّ �س   ح على ال�صورة :

 4�س3 - 6�س2     ،  �س < 2 
 غير موجودة         ،  �س = 2
6�س2 - 4�س3      ،  �س > 2

قَ )�س( =   

4

  فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على ح.

اإذا كان ق)�س( =                                                           
4      ،      �س ≥ 1

 �س + 1  
  

  �س + 1      ،      �س < 1
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  �س   في كلٍّ مما ياأتي:
�س 1( جد  

      اأ   ( �س = �س2 ) 1 + �س3(                          ب( �س = )�س3  - 2�س + 1( ) 4�س - 3(
�س2 - 1

                                    د  ( �س =      2�س + 3  
�س3

جـ( �س =   1 - �س  

2( جد قَ)�س( في كلٍّ مما ياأتي:

اأ   (  ق)�س( = �س)�س + 2( ) �س2 - 3�س – 6(

ب( ق)�س( = | �س - 3 | )�س2 + �س( 

�س2 - 2�س + 4
�س2 + 4   جـ(  ق)�س( = 

|�س2- 5�س + 4|   ، �س  ) 1، 5 [
�س )�س - 1(    د  ( ق)�س( = 

 3( اإذا علمت اأنَّ هـ )�س( قابلٌ لل�صتقاق واأنَّ هـ )2( = 3 ، هـَ )2( = -1، فجد قَ  )2( في كلٍّ 
مما ياأتي:

 اأ  ( ق)�س( = �س هـ )�س(                            ب( ق)�س( = 3�س2هـ )�س( - 5�س

2�س + 1
3 هـ )�س(  1               د  ( ق)�س( = 

هـ)�س(   جـ( ق)�س( = هـ )�س( -  

4( اإذا كان ل، هـ اقترانين قابلين لل�صتقاق وكان ل )-2( = 3 ،لَ )-2( = - 1 ، هـ)-2( = 4                                                                                                                                               
هـَ  )-2( =  -6 ، فجد قَ )-2( في كلٍّ مما ياأتي:

  
هـ)�س(

اأ   ( ق)�س( = ل)�س( × هـ)�س(                   ب( ق)�س( =  ل)�س( +1  
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5( جد قَ)�س( في كلٍّ مما ياأتي، عند قيمة �س المبينة اإزاء كلٍّ منها:
 اأ  ( ق)�س( = �س2 -] 2�س + 1[    ،        �س = 1.4

1 �س + 3[           ،        �س = 2
4  [

ب( ق)�س( =  |2�س -1|

               ،        �س = -1  
2�س + 1
�س2  -4 جـ( ق)�س( = 

6( اإذا كانت ل، م، هـ اقترانات قابلة لل�صتقاق عند �س، فا�صتخدم قاعدة م�صتقة حا�صل �سرب 
 : اقترانين لاإثبات اأنَّ

     )ل)�س( * م)�س( * هـ)�س(( 
�س  

= ل)�س( * م)�س( * هـَ )�س( + ل)�س( * هـ)�س( * مَ )�س( + م)�س( * هـ)�س( * لَ)�س(

7( اعتمد على النتيجة في ال�صوؤال) 6 ( لاإثبات اأنَّ :
     )ل)�س((3 = 3)ل)�س((2 * لَ)�س(

�س       

8( اإذا كان ق)�س( =                     

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 1 ، ثم اكتب قاعدة قَ)�س(.
9(  اإذا كان ق)�س( = | �س | ) �س2 + 6�س( ، فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق 

لجميع قيم �س  ح .

10(  اإذا كان ق)�س( =                      

وكان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س = 2 ، فجد كلًّا من الثابتين اأ ، ب .

     4�س3            ، �س ≥ 1
 3�س4 + 1     ،  �س < 1

 اأ �س2 - ب �س                 ، �س ≥ 2
4- ب �س3 + اأ�س               ،  �س < 2
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الم�شتقات العليا ثالثًا  
Higher Derivatives

.)1-( اإذا كان ق)�س( = )2�س4- 3�س + 1( )�س2 + 7(، فجد قًا

اإلى �س  بالن�صبة  فاإنََّّ م�صتقته  اإذا كان �س = ق)�س( اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق،  اأنَّه  ا  تعلمت �صابقًا
تُ�صمى الم�صتقة الاأولى للقتران ق، ويُرمز لها باأحد الرموز الاآتية: 

     )ق )�س(( ، قَ)�س(
�س �س    ،   

�س �سَ ،   
لاحظ اأنَّ قَ )�س( اقتران في �س يمكن اأن يكون قابل لل�صتقاق بالن�صبة اإلى �س، وم�صتقة قَ)�س( 

تُ�صمى الم�ستقة الثانية للقتران ق، ويُرمز لها باأحد الرموز الاآتية: 
)�س(      )قَ )�س(( ، قًا

�س 2�س    ،   
�س2 �سًا   ،   

يمكنك �أن تح�شب م�شتقة �قتر�ن من �أي رتبة تريد ) �شرط وجودها( ، حيث �إنَّ الم�ستقة الثالثة هي 
َ )�س(      )قًا )�س(( ،قًا

�س 3�س    ،   
�س3 م�صتقة الم�صتقة الثانية ويُرمز لها باأحد الرموز: �سًاَ   ،   

تُ�صمى مثل هذه الم�صتقات بالم�ستقات العليا للقتران ق. لاحظ  اأنَّ الت�صل�صل �سروري في اإيجاد 
الم�صتقات، فمثلًا لاإيجاد الم�صتقة الثالثة لاقتران؛ يجب اإيجاد الم�صتقة الاأولى ثم الثانية ثم الثالثة.

اإلى  بالن�صبة  الرابعة غير عملي وكذلك الاأمر  الم�صتقة  للتعبير عن  ا�صتخدام الاإ�صارات )//// (  اإنَّ 
للتعبير  ال�صحيحة بين قو�صين  تُ�صتخدم الاأعداد  اإلخ. لذلك   ...  ، الم�صتقات الخام�صة وال�صاد�صة 
عن الم�صتقات  الرابعة ، والخام�صة ، ... اإلخ. فمثلًا �س)4(  اأو   ق)4()�س(  تعبر عن الم�صتقة الرابعة 

للقتران ق. �صنكتفي باإيجاد الم�صتقات حتى الرابعة في هذا الدر�س.

َ )�س( اإذا كان ق)�س( = 4�س5 - 2�س3 + 6�س2 + 1 . فجد قًا
1

الحل 
قَ)�س( = 20 �س4 - 6�س2 + 12�س 
)�س( = 80�س3 - 12�س + 12    قًا



124

.)1-( 1( اإذا كان ق)�س( = 5�س3 - 4�س2 + 6�س + 1 ، فجد قًا
2( حُلَّ الم�صاألة الواردة في بداية الدر�س.

)�س( = 24�سن-3  ، فجد قيمة ن . اإذا كان ق)�س( = �س ن ، وكان قًاَ
الحل

قَ )�س( = ن �سن-1
قًا )�س( = ن )ن -1( �سن-2

قًاَ )�س( = ن )ن -1( )ن - 2( �سن-3 = 24�سن-3
∴ ن )ن -1( )ن - 2( = 24

ابحث عن ثلثة اأعداد متتالية حا�صل �سربها 24.
الاأعداد هي 2، 3، 4 

 اأي اأنََّّ  ن = 4.

2

1

2

اإذا كان  ق)�س( =                                  ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( بيّن اأنَّ الاقتران ق قابل لل�صتقاق عند �س = 0 
ح . 2( اكتب قاعدة قَ)�س( لجميع قيم �س 

)0( غير موجودة.  3( بيّن اأنَّ قًا

1 �سن ، وكان قًاَ )�س( =  اأ�س2 ،  فجد قيمة الثابت اأ.
10 اإذا كان ق )�س( = 

3
  �س2        ، �س ≤ 0
   0          ،  �س > 0

)�س( = 240 �س2 - 12 قًاَ
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اإذا كان ق )�س( =                                   ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

)0( موجودة، ثم جد قيمة كلٍّ منها. 1( بيّن اأنَّ كلًّا من قَ)0(، قًا
)�س( لجميع قيم �س  ح . 2(اكتب قاعدة كل من قَ )�س(،قًا

)�س()0( غير موجودة. 3( بيّن اأنَّ قًاَ

الحل
1( ق اقتران مت�صل لجميع قيم �س < 0 لاأنَّه على �صورة كثير حدود ، قَ)�س( = 2�س.

ا .      ق اقتران مت�صل لجميع قيم �س > 0 لاأنَّه اقتران ثابت ، قَ)�س( = �صفرًا

∴  قَ)�س( =  

قْ من ذلك.  ق اقتران مت�صل عند �س = 0 ، تحقَّ
قَ+)0( = 2)0( = 0

قَ- )0( = 0
بما اأنَّ قَ+ )1( = قَ-)1( =0  

اإذن  قَ)0( = 0   ، ويكون الاقتران ق قابلًا لل�صتقاق عند �س = 0
2( يمكنك كتابة قَ )�س( لجميع قيم �س  ح على ال�صورة : 

قَ)�س( =                                              اأو               

)�س( =  3( اتبع الخطوات ال�صابقة لت�صل اإلى قًا

 0 = )0(- +)0( = 2، قًا قًا
)0( غير موجودة. -)0( فاإنَّ قًا +)0( ≠ قًا بما اأنَّ قًا

  2�س       ، �س < 0
  0    ، �س > 0

  2�س         ، �س < 0
   0         ، �س = 0
   0      ، �س > 0

  2�س     ، �س < 0
  0     ، �س ≥ 0

 2   ، �س < 0
 0  ، �س > 0

 �س3       ، �س ≤ 0
 0         ، �س  >  0

3
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1( جد الم�صتقة الثانية لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :
 �س2 + 1

�س        �س2 - 6 �س               ب(  �س= 
   7
2 اأ   ( �س = 4�س3 - 

جـ( �س = |�س| ) �س2 + �س( 

)1-( 2( اإذا كان ق)�س( = ) �س2 + 4�س( ) �س3 + 1(، فجد قيمة قَ )-1(× قًا

)�س( = اأ �س فجد قيمة الثابت اأ . 3( اإذا كان ق)�س( = �س ن ، ن عدد �صحيح موجب وكانت قًاَ
1          �س3

2 2          ، �س ≠ 0 ، فاأثبت اأنَّ �سًا  = 
�س 4( اإذا كان �س = 

5( اإذا كان ق)�س( = �س4 + 3�س3 - 6 �س2 - �س ، فجد قيم �س التي تحقق ما ياأتي :
)�س( > 0 )�س( ≤0                      جـ(  قًا )�س( = 0                    ب( قًا اأ   ( قًا

6( جد الم�صتقة الثالثة لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :
اأ   ( �س = �س4 - 3�س-  5

ب( �س = اأ�س3 + ب �س2 + جـ �س ، حيث اأ ، ب، جـ ثوابت.

7( جد قيمة كلٍّ مما ياأتي :
)π( حيث ق)�س(    =  �س2 - 6�س اأ   ( قًاَ

1           �س3 
1       �س5  -  3

)-1( حيث ق)�س(  =   20 ب(  قًا

      
�س1  جـ( ق)4()1( حيث ق )�س(  = 

8( اإذا كان كلٌّ من ل ، لَ ، لًا  قابلًا لل�صتقاق عند �س، وكان ق)�س( = �س2 ل)�س(
فجد قًا )�س( ،  قًاَ )�س(.
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 9  ( اإذا كان كلٌّ من الاقترانين  ل، هـ قابلًا لل�صتقاق مرتين، فاأثبت اأنََّّ :
ًا( )�س(   × هـ( )�س( + 2)لَ × هـَ( )�س( + ) ل × هـ    )ل × هـ(ًا )�س( = )لًا

10( جد قاعدة اقتران كثير الحدود ق من الدرجة الثانية الذي فيه ق)1( = 3، قَ )1( = -2 
.4 = )1( قًا

11( اإذا كان كلٌّ من الاقترانين  ل، هـ قابلًا لل�صتقاق مرتين فاأثبت اأنََّّ :
     )ل)�س( هـَ )�س( - لَ)�س( هـ)�س((

�س )�س( هـ)�س( =  ًاَ )�س( - لًا ل)�س( هـ

12( اإذا كانت ل، ق، هـ اقترانات قابلة لل�صتقاق حتى الم�صتقة الثالثة وكان 
 : هـ )�س( = ل)�س( × ق)�س( ،   لَ)�س( × قَ)�س( = جـ ، حيث جـ عدد ثابت  فاأثبت اأنََّّ

)�س( + ق)�س( × لًاَ)�س(   ًاََ )�س( = ل)�س( × قًاَ هـ
�س16      ، اأ ثابت ، وكان قًاَ )2( = 90 فجد قيمة الثابت اأ. 13( اإذا كان ق)�س( = اأ �س4 + 

)�س( > 0 14( اإذا كان ق)�س( = 8 �س - 4)م - 3( �س2 ، فجد قيم الثابت  م التي تجعل قًا
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م�شتقات القترانات المثلثيةرابعًا  
Derivatives of Trigonometric Functions

.)         π
6 اإذا كان ق)�س( = قا�س + ظا�س ، فجد قَ ) 

اإيجاد م�صتقة هذه  �صتتعلم  الدر�س  البياني، وفي هذا  المثلثية وتمثيلها  ا الاقترانات  �صابقًا تعلمت 
الاقترانات.

 ق)ع (  - ق)�س(        
ع - �س ا اأنَّ الم�صتقة الاأولى للقتران ق عند �س هي: قَ )�س( = نهــــــا  تعرفت �صابقًا

ع ←�س  
جا�س          = 1                                                                                                     

�س                                                                                          �س ←0                                                                                                                   �صت�صتخدم هذا التعريف والنظرية        نهــــــا   

لاإثبات القاعدتين الاآتيتين:

البرهان 

 ق)ع (  - ق)�س(        
ع - �س قَ )�س( = نهــــــا 

                     ع ←�س

جاع   - جا�س           
ع - �س                     ع ←�س            = نهــــــا

ع - �س               
2 ع + �س          جا 

2 2جتا 
ع - �س             = نهــــــا 

                    ع ←�س

ع - �س                
2 ع + �س          جا 

2 جتا 
ع - �س        

2
                   ع ←�س            = نهـــــا

ع + �س            = �س + �س، وعندما ع ←�س، فاإنَّ �س←0
2 ع - �س             يكون    

2 بفر�س اأنَّ �س =    
                                                                                                                          

قـاعـدة 1

ح ، فاإنََّّ قَ )�س( = جتا �س اإذا كان ق)�س( = جا �س ، �س 

ع - �س           
2 ع + �س            جا    

2  جاع - جا�س = 2جتا    
ع - �س           

2 ع + �س           جا   
2 جتاع - جتا�س =  -2جا   

تذكّر
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جا�س           = جتا)�س + 0( * 1=جتا �س
�س = نهــــــا جتا )�س + �س( * نهــــــا                                         �س ←0                                            �س ←0  

1 جا �س ، فجد قَ)�س(.
3 اإذا كان ق)�س( = �س2+ 

الحل   

1 جتا �س
3 قَ )�س( = 2�س -  

. ) π
6 اإذا كان ق)�س( = 2�س - 6جا�س ، جد قَ )

الحل

قَ )�س( = 2 - 6 جتا�س
  3    3 - 2 =  3

2   × 6 - 2 = π
6 ( = 2 - 6 جتا  π

6 قَ ) 

2

1

1
) π

3 اإذا كان ق)�س( = 2 جا�س +6�س ، فجد قَ) 

قــاعدة 2

ح ، فاإنََّّ قَ)�س( = - جا�س. اإذا كان ق)�س( = جتا �س ، �س 

البرهان 
جتاع - جتا �س        

ع - �س  ق)ع (  - ق)�س(         = نهــــــا 
ع - �س   قَ)�س(  = نهــــــا 

 
                       ع ←�س                                                       ع ←�س                                                                                            

 

جا�س          (
�س = نهــــــا )جتا )�س + �س(  *    ∴ قَ )�س( 

                          �س ←0
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.) π
3 جتا�س           ، �س ≠  0 ،  فجد قَ )

�س اإذا كان ق)�س( = 
3

ع - �س                   (
2  جا 

ع - �س        
2

  
 * 

ع + �س           
2                     ع ←�س= )-1( نهـــــا  )جا 

ع + �س          = �س + �س، 
2 ع  - �س            يكون  

2 بفر�س �س = 
عندما ع ← �س ، فاإنََّّ �س ←0

جا�س         (
�س                                                   �س ←0∴ قَ )�س( = )-1( نهــــــا )جا )�س + �س( *  

جا�س          =  - جا�س * 1
�س                                          �س ←0                                      �س ←0                  = )-1( نهــــــا جا )�س + �س( * نهــــــا 

∴ قَ )�س( = - جا �س

الحل
طبِّق قاعدة م�ستقة خارج ق�سمة اقترانين:

  
قَ )�س( =                                                                              = 

                                                               =              

-              =                                         =                                                      = )    π 
3 قَ )

     )�س(     
     )جتا �س( - )جتا �س( *   �س

�س *  �س
 �س2

�س *  - جا �س - جتا �س *  1     
 �س2

         π 
3  π    - جتا 

3  π     * جا 
3 -

2)    π 
3 (

9
2 π 2

3   3-
π 2

          1 
2  -    3 

2  *     π 
3 -

2)    π 
3  (

- �س جا�س - جتا�س
 �س2

ع - �س               
2 ع + �س          جا  

2  جا  
ع - �س        

2
                   ع ←�س                                                                            = )-1( نهــــــا
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الحل

 �سَ = اأ جتا�س– ب حا�س
�سً = – اأحا�س– ب جتا�س = – ) اأجا�س + ب جتا�س(                                                                                       

اأي اأنََّّ �سً = – �س  ومنه �سً + �س = �سفرًا 

اإذا كان ق)�س( = ظا�س ، فاأثبت اأنَّ  قَ )�س( = قا2�س.
5

2

.) π
2 اإذا كان ق)�س( = �س جا�س ، فجد  قَ  )

البرهان
جا�س        

جتا �س يمكنك كتابة الاقتران ق بال�سورة ق)�س( = 
طبِّق قاعدة الق�سمة في الا�ستقاق.

= قا2�س 
1

جتا2�س + جا2�س           =   جتا2�س 
جتا�س * جتا�س  - جا �س * - جا �س         =  جتا2�س 

 قَ )�س( =  جتا2�س  

3
ا�ستخدم القاعدتين )1(، )2( في اإثبات قواعد ا�ستقاق الاقترانات: ظتا�س ، قتا�س، قا�س كما 

في الجدول الاآتي:
الاقتران: ق)�س(

قا�س
قتا�س
ظتا�س

الم�ستقة: قَ)�س(
        قا�س ظا �س

    - قتا�س ظتا�س
    - قتا2�س

يمكنك ا�ستخدام القاعدتين 1، 2 في  اإيجاد م�ستقات الاقترانات المثلثية: ظا�س، ظتا�س، قا�س، قتا�س.

ح ، فاأثبت اأنََّّ �سً  + �س = 0  اإذا كان �س = اأ جا�س + ب جتا�س ، اأ،ب 

4



132

4
حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

البرهان
1

جتا�س   -   جا2�س 
 *  جا�س 

1-
قَ )�س( =  – قتا�س ظتا�س – قتا2�س =  جا�س 

-جتا�س - 1
             =  جا2�س 

- )جتا�س + 1(
             =  1- جتا2�س 

- )جتا�س+1(
)1- جتا�س( )1+ جتا�س(   =             

1-
             =  1- جتا�س 

        1
             =  جتا�س-1 

  1
اإذا كان ق)�س( = قتا�س + ظتا�س ، فاأثبت اأنََّّ  قَ )�س(  =  جتا�س-1 

6
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�س   لكلٍٍّّ من الاقترانات الاآتية :   
�س 1(جد 

اأ   ( �س = 3جا�س – جتا�س                   ب( �س = �س2جا�س 
 �س                                          د  (  �س = ظا �س -   π 3  �س

جـ( �س = جتا �س
 هـ( �س = جا2�س + جتا2 �س                  و ( �س = قتا �س - �س ظتا �س

2( اإذا كان �س = جا�س ، فجد �سً + 6�س بدلالة �س .

3( جد قَ)�س( لكلٍّ من الاقترانات الاآتية عند قيمة �س  المبينة اإزاء كلٍّ منها :   
    π3 ، �س =    اأ  ( ق)�س( = جا�س جتا �س   

  π4 ، �س =   ب( ق)�س( = جا)- �س( + جتا)- �س( 

         π  = س� ، جتا�س    
1+ جا�س   جـ( ق)�س( = 

  π6 ، �س =    د ( ق)�س( = �س قـا�س    

  π3 ، �س =   ظا�س + �س    
جا�س هـ ( ق)�س( = 

  = �سفرًا

4( اأثبت اأنَّ كلًّا من �س= جتا�س ، �س = جا�س يُعتبَُ حلًّا للمعادلة  �س + �سً

5( جد قيم �س في الفترة ]-π 2 ، π 2[ التي تحقق المعادلة قَ)�س( = 0 في كلٍٍّّ مما ياأتي :

      اأ   ( ق)�س( = �س + جتا�س                     ب( ق)�س( = قـا �س

: 6( اإذا كان �س = اأ جا�س + ب جتا�س   ، اأ ، ب   ح، فاأثبت اأنََّّ
)�سَ(2 + �س2 = اأ2 + ب2
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2�س    لكلٍّ مما ياأتي:  
�س2 7(   جد 

  اأ  ( �س =  قتا�س                                     ب( �س = �س جتا �س – 4جـا �س

8  ( اإذا كان  ق)�س( =                                      

فجد قيمة كلٍّ  من الثابتين اأ ، ب التي تجعل الاقتران ق قابلً لل�ستقاق عند �س= 0

. π  =9  ( اإذا كان ق)�س( = |جا �س|،  ، فابحث في قابلية الاقتران ق لل�ستقاق عند �س

1 �س ، �س   ]π 2 ، 0[ فجد قيمة ) قيم ( �س التي تجعل المما�س 
2 10( اإذا كان ق)�س( = حا�س - 

لمنحنى ق اأفقيًّاا.

 جتا�س         ،   �س ≤ 0
اأ�س + ب     ،   �س > 0
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قـاعدة

قاعدة ال�سل�سة
اإذا كان الاقترانان ق، هـ قابلين لل�ستقاق عند �س، وكان الاقتران ق قابلً لل�ستقاق عند 

: هـ )�س(، فيكون الاقتران المركب )ق ° هـ()�س( قابلً لل�ستقاق عند �س واإنَّ
َ  )�س( = قَ  )هـ)�س(( × هـَ )�س(. )ق ° هـ(

قاعدة ال�سل�سلة
Chain  Rule خامسًا  

�س        
�س اإذا كان �س = )�س3 - �س(6 ، فجد   

تعلمت �سابقًا بع�س قواعد الا�ستقاق التي تمكنك من اإيجاد م�ستقات اقترانات ب�سيطة، مثل: 
م�ستقة حا�سل جمع، اأو طرح، اأو �ضرب، اأو ق�سمة اقترانين. في هذا الدر�س �ستتعلم اإيجاد م�ستقة  

�سيغ لاقترانات مركبة.

: في ال�سكل المجاور تجد اأنَّ
�س = ق)ع(  ........... )1(
ع = هـ )�س( ...........  )2( 

اأي اأنََّّ �س = ق)هـ )�س(( = )ق ° هـ()�س(
: �س   يعني اإيجاد م�ستقة تركيب اقترانين اأي اأنََّّ  

�س اإن اإيجاد 
َ )�س( = قَ )هـ)�س(( × هـَ  )�س(                 ح�سب قاعدة ال�سل�سلة  �س   = )ق°هـ(  

�س  

تذكر
تركيب اقترانين 

اإذا كان ق ، هـ اقترانين حيث �س = ق)ع( ،ع = هـ )�س(  وكان مدى هـ مجموعة جزئية 
من مجال ق ، فاإنََّّه يمكن كتابة �س على ال�سورة:

�س = ق)ع( = ق)هـ )�س((  اأو )ق ° هـ()�س(.
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تعميم

ع        
�س �س     *    

ع �س   =    
�س  

ع   من العلقة )2(                                         
�س َـ )�س( =  �س    من العلقة )1(، ه  

ع لكن قَ )ع(= 
: بالتعوي�س في العلقة )3( ينتج اأنَّ

�س      
�س اإذا كان �س= )�س3 -1(10   فجد  

الحل 
 يمكن حــل الم�ساألة با�ستخــدام قاعدة ال�سل�سـلة، حيث نكـتب �س على �سـورة اقـتران مركب

 متغيره )�س(  بفر�س ع = �س3 – 1 ، في�سبح  �س = ع10  وبا�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة تح�سل على
ع    

�س �س    *    
ع �س   =   

�س  
   = 10ع9 × )3�س2(         ، عو�س عن ع بدلالة �س لتح�سل على :

�س   = 10 )�س3 – 1(9 × )3�س2( = 30�س2)�س3– 1(9 .  
�س  

اإذا كان ق)�س( = �س2 ، هـ )�س( = 1- 6�س ، فجد كلًّا مما ياأتي:

َ )�س( 1( )ق ° هـ(
)1( َ 2( )ق ° هـ(

الحل
َـ )�س( = - 6      قَ )�س( = 2�س   ، ه

1( )ق ° هـ(َ )�س( = قَ)هـ )�س(( × هـَ  )�س(
                             = قَ ) 1- 6�س( × -6

1

2

وهذه �سورة اأخرى لقاعدة ال�سل�سلة.

           = قَ )ع( × هـَ )�س(  ..............   )3(                      لاأنَّ ع = هـ )�س(
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اإذا كان ل)�س( = ظا �س3  ، فجد لَ )�س(
الحل

ابحث عن اقترانين  ق ، هـ بحيث يكون ل = ق ° هـ
 : بفر�س هـ )�س( = �س3 ، ق)�س( = ظا�س ، فاإنََّّ

َـ )�س( = 3�س2  ، قَ )�س( = قا2�س ه
ق)هـ )�س(( = ق)�س3( = ظا �س3 = ل)�س( 

لَ )�س( = قَ)هـ )�س(( × هـَ  )�س(
  = قَ )�س3( × 3�س2

  = )قا2�س3 ( )3�س2( = 3�س2 قا2�س3 .

3

1
1( حُلَّ الم�ساألة الواردة بداية الدر�س.

1 ، هـ )�س( = جا�س  فجد )ق ° هـ(َ  )�س(
�س 2( اإذا كان ق)�س( = 2 �س + 

من فوائد قاعدة ال�سل�سلة اإيجاد م�ستقة اقتران مرفوع لقوة مثل �س= ) ل)�س(( ن ، �س= جان�س 
واقترانات  اأخرى مثل �س= جاهـ)�س( ...... اإلخ

نتيجة

اإذا كان ل)�س( اقترانًا قابلً لل�ستقاق عند �س ، وكان �س = ) ل)�س((ن، حيث ن عدد 
  �س  = ن )ل)�س((ن-1 * لَ )�س(  

�س �سحيح ، فاإنَََّّّ 

                          = 2) 1-6�س( × -6 = 72�س -12
2( )ق ° هـ(َ )1( = 72)1( -12 = 60



138

�س   = - ن �س قتا�س.  
�س اإذا كان �س = ) قتا �س + ظتا �س(ن، ن عدد �سحيح موجب فبينِّ اأنَّ  

الحل
�س   = ن) قتا �س + ظتا �س(ن-1 ) - قتا�س ظتا�س - قتا2�س(  

�س  
           = ن) قتا �س + ظتا �س(ن-1 × - قتا�س) ظتا�س + قتا�س(

           = - ن ) قتا �س + ظتا �س(ن ×  قتا�س
�س  = - ن �س قتا�س.  

�س ومنه 

�س   .  
�س اإذا كان �س = ظا 4�س ، فجد 

الحل
�س = )ظا �س(4

با�ستخدام النتيجة ال�سابقة �س  = 4)ظا �س(3 )ظا �س(َ        
�س  

  = 4)ظا �س(3 ) قا2�س( = 4ظا3�س  قا2�س

4

2
�س     عند �س= 0  

�س 1( اإذا كان �س = ) قا �س + ظا �س(2، فجد 

5

�س   = ن )ل)�س((ن-1 *  لَ)�س(  
�س   ∴

ع     
�س �س   *    

ع �س   =    
�س   : با�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة  ينتج اأنَّ

البرهان
ع   = لَ)�س(   

�س بفر�س ع = ل )�س( ، ومنه 
�س   = ن عن-1= ن )ل)�س((ن-1   

ع فيكون �س = ع ن ، ومنه  
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ع                                                            قاعدة ال�سل�سلة  
�س �س     *     

ع �س       =    
�س

     = - جا )�س2 +1( × 2�س
     = -2�س جا )�س2 +1(

اإذا كان  هـ )�س( اقترانًا قابلً لل�ستقاق عند �س وكان �س = جاهـ )�س(، فاأثبت اأنََّّ :
�س  = هـَ )�س( جتاهـ )�س(  

�س  
البرهان

ع      =  هـَ  )�س(   
�س ،  ومنه    بفر�س ع = هـ )�س(  

�س      = جتاع = جتا هـ )�س(    
ع ،  ومنه            �س = جا ع  

ع          قاعدة ال�سل�سلة   
�س �س     *     

ع �س        =    
�س   

َ  )�س( = هـَ  )�س( جتا هـ )�س(.     = جتا هـ )�س(  × هـ

7

الحل
ع   =   2�س   

�س  ، بفر�س ع = �س2 +1  

�س    =  - جا ع = - جا)�س1+2(  
ع   ،          �س = جتا ع  

�س    .  
�س اإذا كان �س = جتا) �س2 +1( ، فجد 

6

اإذا كان ع اقترانًا قابلً لل�ستقاق عند �س ، فيمكنك ا�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة في اإثبات �سحة 
القواعد الاآتية:

  ع 
      )جتاع( =  - جاع ×  �س

�س    )2   ع   
      )جا ع( =  جتاع ×  �س

�س    )1
  ع 
      ) ظتاع( = - قتا2ع   ×  �س

�س   )4   ع   
      )ظاع( =  قا2ع   ×  �س

�س    )3
  ع 
      )قتاع( = - قتاع ظتاع ×  �س

�س    )6   ع   
     ) قاع( =  قاع ظاع ×  �س

�س    )5

تعميم
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اإذا كان ق)3�س ( = 6 �س2 + 9�س ، فجد قَ )3 ( 
الحل

ق)3�س ( يُ�سكل تركيبًا لاقترانين 
با�ستقاق الطرفين : 

قَ ) 3�س( × 3 = 12�س + 9
�سع �س = 1 فتح�سل على قَ ) 3(

∴ قَ) 3( × 3 = 12)1( + 9  ، ومنه: قَ)3( = 4 + 3 = 7

9

3
جد قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي :

1( ق)�س( = قا4 �س                            2( ق)�س( = ) �س3 + 2�س - 8( 7
3( ق)�س( = جا4 �س2

10

) π
6 3 ( = 8 ، فجد  هـَ  )

2 اإذا كان  هـ )�س( = ق ) حا 2�س(  وكان قَ )  
الحل

:  با�ستقاق الطرفين نجد اأنََّّ
هـَ  )�س( = قَ ) جا2�س( )جا2�س(َ   =  2 جتا2�س قَ )جا2�س(

�س     
�س اإذا كان  �س= جتا3)�س2-1(2  فجد  

الحل

  �س  = )3 جتا2)�س2 - 1(2( )-جا)�س2-1(2( )2)�س2-1( * 2�س(
  �س

           = -12 �س )�س2 - 1( جتا2)�س2 - 1(2 جا)�س1-2(2

8
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4

1 - �س2 ، فجد قَ ) 7(
�س اإذا كان ق)�س3 - 1( = 

) π3 π3 ( قَ)حا  π6 ( = 2 × جتا )  هـَ ) 
)     3

1 ×قَ)  2
2  × 2 =

8 = 8 × 1
2  × 2 =



142

�س   في كلٍّ مما ياأتي :  
�س 1( ا�ستخدم قاعدة ال�سل�سلة  لاإيجاد 

1
  اأ ( �س = ) �س3– 2�س + 4(8                      ب( �س =    )�س2 + 1(5 

                                   د  ( �س = جتا) �س2- �س(
�س4

جـ( �س =  )1 - �س3(4 

2( اإذا كان ق)�س( = �س2 -2�س  ، هـ )�س( = �س3 + 1 ، فجد كلًّا مما ياأتي:
  اأ ( )ق ° هـ(َ )1(                                         ب( )هـ ° ق(َ )1(

3( اإذا كان ق، هـ اقترانين معرفين على ح وقابلين لل�ستقاق على مجاليهما وكان هـ )2( = 3 ،
قَ )3( = 4 ،  هـَ )2( = -6 ، فجد كلًّا مما ياأتي:

َ )2(                                           ب( قَ)�س2( عند �س =   3   اأ  ( )ق ° هـ(

4( اإذا كان هـ )�س( قابلً لل�ستقاق عند �س،  وكان �س= جان )هـ)�س(( ، حيث ن عدد �سحيح 
: فاأثبت اأنََّّ

�س     = ن جان-1 )هـ)�س((جتا )هـ)�س(( * هـَ )�س(  
�س   

�س     في كلٍٍّّ مما ياأتي :  
�س 5( جد   

، ع = �س3 – �س    اأ (  �س = ظاع  
،   ل=    �س2 + 1 ب( �س = ل2 + 2ل 

: �س +  �سً = 0 π2 (، فاأثبت اأنَّ 6( اإذا كان  �س= جتا )�س+ 

�س     = قا4�س  
�س 1 ظا3�س ، فبهن اأنَّ :   

3 7( اإذا كان �س= ظا �س +  
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8  ( يقال للقتران ق باأنَّهُ زوجيٌّ اإذا كان ق )- �س( =  ق)�س( لجميع قيم �س ، واأنّه فرديٌّ اإذا كان  
 ق )- �س( = - ق)�س( لجميع قيم �س. اأثبت ما ياأتي:

 اأ   ( اإذا كان ق )�س( اقترانًا فرديًّاا قابلً لل�ستقاق، فاإنَََّّّ قَ)�س(  اقترانٌ زوجيٌّ .
 ب(  اإذا كان ق )�س( اقترانًا زوجيًّاا قابلً لل�ستقاق، فاإنَََّّّ قَ)�س(  اقترانٌ فرديٌّ .

�س    لكلٍّ من الاقترانات الاآتية عند قيمة �س المبينة اإزاء كلٍّ منها :  
�س 9  ( جد  

   ،  �س = 1
4) 1

π   ب(  �س = )�س +  �س
9  اأ   (  �س = حا2 3�س     ،   �س =  

10( جد �سً في كلٍٍّّ مما ياأتي :
 

جتا2�س
�س 1 (    ب(  �س= 

 اأ   (  �س = �س ظا ) �س

] π3 11( اإذا كان ق اقترانًا قابلً لل�ستقاق وكان ق )حا2�س( = قتا )2�س( حيث �س   )0، 
      فجد  قَ ) 12 ( .

�س    |   
�س 12( اإذا كان �س = ق) �س2 + 2�س( ، قَ)3(  = 5 ، فجد   

                                                                                                 �س = 1
�س     
�س 13( اإذا كان �س =    �س2 +     3�س       ،   فجد  

     )�س2 +3( ، فجد قَ )4(.
�س 14( اإذا كان ق)4�س( =   

15( اإذا كان ق)�س( = �س3 +2�س ، هـ )�س( = 3�س2 ، فجد كلًّا مما ياأتي :
)2(  َ   اأ  ( )قَ ° هـ(َ )1(                                         ب( )قَ ° هـَ  (
 جـ( )قَ ° هـ(ً )-1(                                      د  ( )قَ ° هـَ  (ً  )3(
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الا�ستقاق ال�سمني
Implicit Differentiation سادسًا  

تعلمت �سابقًا اإيجاد م�ستقات لاقترانات معطاة ب�سورة  وا�سحة على ال�سكل �س = ق)�س(

مثل �س = ) �س2 +1(3 ، �س = �س2ظا�س ، �س =      

 وتُ�سمى اقترانات �ضريحة؛  لاأن المتغير التابع )�س(  يظهر وحيدًا في طرف والمتغير الم�ستقل )�س( 
في الطرف الاآخر. في هذا الدر�س �سوف تجد م�ستقات علقات اأو معادلات قد ي�سعب فيها ف�سل 

المتغير الم�ستقل عن المتغير التابع، وتُ�سمى بالعلاقات ال�سمنية. 
يمكنك الح�سول على اأكثر من اقتران من علقة �سمنية واحدة؛ فمثلً من العلقة �س2 + �س2=1 

 يمكنك الح�سول على �س= +    1- �س2 وهذه علقة مكونة من اقترانين �س=    1- �س2 ،
�س    لعلقات �سمنية .  

�س �س= -    1-   �س2 .  في هذا الدر�س �سوف تتعرف كيفية اإيجاد   

�س    لعلاقة �سمنية اتبع الخطوات الآتية :  
�س لإيجاد  

1( ا�ستق طرفي المعادلة بالن�سبة اإلى �س.
�س    في طرف، وباقي الحدود في الطرف الاآخر.  

�س ع الحدود التي تحوي   2( جمِّ
�س     عاملً م�ستركًا.   

�س 3( اأخرِج  
�س     باإجراء عملية الق�سمة.   

�س 4( جد   

�س    
�س اإذا كان 4�س – 2�س + 8 =0    ،  فجد   

1

�س≥0  ، �س2  + 4 
�س<0  ، 4 - 6�س 

.) 1
2  - ، 1

2 جد معادلة المما�س لمنحنى العلقة �س2 + �س2 = 1 عند النقطة ) 



145

الحل
�س    بطريقتين :  

�س في هذا المثال يمكنك اإيجاد  
الطريقة الاأولى : التعبير عن �س بدلالة �س ) اإيجاد علقة �ضريحة بين �س، �س(

1
2 �س    =    

�س �س - 2،    1
2 2�س - 8 =  

4 �س= 
الطريقة الثانية : ا�ستقاق طرفي المعادلة بالن�سبة اإلى �س با�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة. 

1
2 �س    =    

�س �س      -2 = 0 ، منه    
�س   * 4

 

اإذا كان �س3 + �س3 = 6 �س �س ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:
1( جد �سَ .

2( جد ميل المما�س المر�سوم لمنحنى العلقة عند النقطة ) 3، 3(.
الحل

1( 3 �س2 + 3 �س2 �سَ = 6�س × �سَ + �س × 6 
3 �س2 �سَ - 6�س �سَ = 6�س – 3 �س2
3�سَ ) �س2- 2�س(   = 6�س – 3 �س2

 2�س  -  �س2       
 6�س  - 3�س2         =  �س2  - 2�س   

3)�س2 - 2�س(    �سَ = 

2( عندما �س = 3 ، �س = 3

1- =           23 -  3 * 2 
   3 * 2 -  23    = 

�سَ

. 

اإذا كان 4�س2- جا �س = �س2  ،  فجد �سَ

2

3

الحل
 = 2�س

4×2 �س �سَ  –  جتا�س × �سَ
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يمكنك ا�ستخدام الا�ستقاق ال�سمني لتعميم م�ستقة �سن ؛ عندما يكون ن عددًا ن�سبيًّاا كما في 
النظرية الاآتية :

البرهان 
 اإلى الاأ�س ن لتح�سل على :

م
ن ارفع طرفي المعادلة  �س= �س

�سن = �س م ، ثم ا�ستق الطرفين �سمنيًّاا  بالن�سبة اإلى �س لتح�سل على :
�س    = م �س م -1  

�س ن �سن-1 ×  
م
ن �سم -1- م +  م

ن  �سم -1  = 
م 

ن * )�س(م -  م
ن  �سم -1  = 

(ن -1
م
ن )�س

م * 
ن  �سم -1  =  

�سن -1   م * 
ن �س     =     

�س   

م -1
ن �س م

ن �س     =   
�س اإذن   

1
�س     لكلٍّ مما ياأتي:  

�س جد   
1(3 �س2 – 4�س2 = 8                        2( 2 �س �س – �س3 +1 = �س + 2�س

3( �س2 + �س = ظا�س

نظــرية

 1- م
ن م )�س(

ن �س    =   
�س م عدد ن�سبي فاإنََّّ :  

ن ، حيث 
م
ن اإذا كان �س= �س

   –  �سَ جتا�س = 2�س

8 �س �سَ
  )8�س – جتا�س( = 2�س

�سَ
2�س  

�سَ =  8�س-جتا�س   
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: اإذا كان �س=    هـ )�س( ، وكان هـ )�س( اقترانًا قابلً لل�ستقاق عند �س فاأثبت اأنََّّ
�س    =   2    هـ )�س(هـَ )�س(  

�س     
الحل

قابل  اقتران  )�س(  هـ  اأنَّ  وبما   ،
1
2 )هـ)�س(( �س=  بال�سورة   )�س(   هـ  �س=    عن   التعبير  يمكنك 

لل�ستقاق عند �س ، فيمكن تطبيق النتيجة ال�سابقة لتح�سل على :
 *  هـَ )�س(

1-
2 1 )هـ )�س((

2 -1 * هـَ  )�س( =   1
2 1 * )هـ )�س((

2 �س    =   
�س   

=                       * 1
2  =

نتيجة

، وكان �س= )ق)�س((ن، حيث ن عدد  �س  عند  لل�ستقاق  قابلً  اقترانًا  كان ق)�س(  اإذا 
�س     = ن)ق)�س((ن-1 * قَ )�س(  

�س ن�سبي، فاإنَََّّّ   

5

هـَ )�س(        
     

1
2  )هـ )�س((

هـَ )�س(        
2   هـ )�س(      

�س     عند �س = 16  
�س  ، �س <0 ، فجد   

1
2 اإذا كان �س2 = �س

الحل
 1

1
2 2�س

  = 
1
2 �س    =  12 �س-   

�س 2 �س  *  
  

عندما �س=16 تكون �س = 2 وعليه تكون
1

32   =    1
�س    =   4 * 2    16  

�س    

4
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  جا4�س

  = - �سَ

اإذا كان �س = ظتا 2�س فاأثبت اأنَّ  �سً
الحل 

ا�ستقَّ الطرفين بالن�سبة اإلى �س
1= )- قتا2 2�س() 2�سَ( 

-1   جا2 2�س
2  =  1-

2قتا22�س    =  

�سَ
12   )2جا 2�س( )جتا2�س()2�سَ(                                   2جا�س جتا�س= جا2�س             - =  

�سً
12   )جا 4�س( )2�سَ(  - =       

  = - �سَ جا 4�س 

�سً

7

2
�س   لكلٍٍّّ مما ياأتي:

�س جد 

1(   �س  + جتا �س = 4                         2( )�س – �س( 2– �س = 0 

2�س     
5)�س - �س(4   �س  =1-  

   �س
  3

5   =   25   -1=  1*2
4)0-1(5   �س | = 1-  

   �س
)0،1(

                 

�س    عند النقطة ) 1، 0(.  
�س اإذا كان ) �س - �س(5 = �س2 ، فجد  

الحل 
ا�ستق الطرفين بالن�سبة اإلى �س لتح�سل على :

�س    ( = 2�س  
�س 5)�س - �س(4   )1-  

2�س   
5)�س - �س(4 �س   ( =    

�س     -1(

6
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الحل   
 ن                                                                               قاعدة ال�سل�سلة 

�س    *  �س  
ن �س    =    

�س    

�س   ،  
 ن  جد اأولا      ن

لتجد    �س

  1 
6  ن  = 

�س   = 6 ومنه   �س  
ن  

2  ن3  
3  =  1 

6 �س     = ) 4ن3( ×     
�س   

  ن                                                  لاأنَّ الا�ستقاق بالن�سبة اإلى �س
�س 2 ن2 *

3 2�س   = 3 * 

�س2  
 1  ن2

3   =  1 
6              =   2ن2*  

 1 
3 2�س  =  

�س2 عندما ن =1 ،  

4
π
3 2�س   عند ن =  

�س2 اإذا كان �س = جا 3ن ، �س = جتا3ن ،  فجد   

8

3
(،  فاأثبت اأنََّّ : π

اإذا كان  جتا �س = �س ،  �س  )0 ،  2
   1-

�س    =   1- �س2  
�س    

2 �س  ⎥      
اإذا كان  �س = ن4  ، �س= 6ن + 1 ،  فجد  �س2

ن = 1
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�س     لكلٍّ مما ياأتي :  
�س 1( جد   

       اأ  ( �س2 + 4�س2 = 16                   ب( �س2 =   �س3 + 4�س2 
جـ( �س3 + �س3 = �س �س                  د ( جا)�س �س( = �س2

2�س  لكلٍّ مما ياأتي :

�س2 2( جد  

اأ   ( )�س �س(3 = 4�س                        ب( 4�س2 + 3�س2 = 16       

جـ( �س = �س جتا �س                         د  ( جا �س =   �س + 2

�س     لكلٍّ من العلقات الاآتية عند النقط المبينة اإزاء كلٍّ منها :  
�س 3( جد قيمة   

   ) π
2  ، π4  (        ،          2  π = 8 �س �س + جتا �س )   اأ

ب( �س3– 2�س �س + �س3 = 2         ،        )1، -1(

 )1 ،4(         ،                        3 =   2 
 4   +  �س

�س جـ(   

. 

4( اإذا كان جا)�س + �س( = �س2 جتا�س،  فجد �سَ

5( جد النقطة على منحنى العلقة    �س  +    �س = 3 التي يكون عندها المما�سّ اأفقيًّاا.

�س   .  
�س 6( اإذا كان �س=  3  )2�س + 1(2 فجد   

7( اإذا كان �س = جا�س ، فاأثبت اأنَّ �سً = ظا�س قا2�س.
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.) π
2  ، π4 �س     عند النقطة   )   

�س 8( اإذا كان �س جتا2�س = �س جا 2�س ، فجد  

   + 2�سَ  +  �س �س = 0

:    �س �سً 9( اإذا كان  �س �س = جا�س، فاأثبت اأنََّّ

2�س   عند ن = 1.

�س2   �س    = 4ن ، فجد   
10( اإذا كان �س = ن3 + 2ن ،    ن

: 11( اإذا كان �س  + �س = جا �س،  فاأثبت اأنََّّ

 )�سَ(2= �سً  )ظتا �س- قتا�س(
 

12( اإذا كان �س = جا�س + �س �س ، فاأثبت اأنَّ :
1 - �س 2�سَ    + �س =  

        �سً
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1( اإذا كان ق)�س( = ظا�س  وتغيرت �س من �س اإلى �س + هـ ، فاأثبت اأنَّ معدّل التغير للقتران ق 
ي�ساوي:

قا2�س * ظاهـ          
 هـ )1- ظا�س *ظاهـ( 

.) π4 2(اإذا كان ق)�س( = جا 2�س، فا�ستخدم تعريف الم�ستقة لاإيجاد  قَ ) 

3( ليكن ق)�س( =                                                                ، جد قَ)�س(.  
  

4( اإذا كان ل)�س( اقترانًا قابلً لل�ستقاق عند �س = -1 ، ل)-1( = 1، لَ )-1( = 2 
فجد قَ )-1( في كلٍّ مما ياأتي :

 )ل)�س((2           
�س2 - �س اأ   ( ق)�س( =    �س+ 5 * ل)�س(                       ب( ق)�س( =  

π3 ل)�س((  ل)�س(                                    د  ( ق)�س( = ظا ) 
جـ( ق)�س( = ل )�س( -   �س

5(  اأ  ( اإذا علمت اأنَّ �س = �س ظا �س ، فاأثبت اأنَّ :
     �سً = 2قا2�س) 1 + �س(

ب( اإذا كان جا �س = �س ، | �س|> 1 ، فاأثبت اأنَّ :

) π2 1            ، �س )0، 
�س  =  1- �س2 

�س        

2 �س  عند ن = 6  
6( اإذا كان �س = ن2– 4ن ، �س = 2ن – 5 ، فجد   �س2

7( اإذا كان ق ، هـ اقترانين قابلين لل�ستقاق؛ بحيث كان هـَ  )�س( = ق)�س ( ، 
قَ)�س ( = - هـ ) �س ( ، وكان  ل)�س( = )هـ )�س((2 + )ق )�س((2 ،  فجد  لَ )�س( .

 �س2+2�س+2         ، 0 ≥ �س>1
]�س [ + 4�س           ، 1 ≥ �س ≥3
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8  ( اإذا كان ق)�س( =   

فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي :
اأ   ( جد  قَ )�س(  لجميع قيم �س ، �س ≠0

ب(  بيّن اأنَّ ق اقتران غير قابل لل�ستقاق عند �س = 0

�س    ⎥ .  
�س 9   ( اإذا كان  �س3 = ق)4�س2– �س( ، قَ)5(= 4 ، ق)5( =  -8 ، فجد  

π3  ، هـَ )1( = 0 ، هـً )1( = 4،  10( اإذا كان ق)�س( = جاهـ)�س( ، هـ )1( =  
  فجد قً )1( علمًا باأنََّّ ق، قَ قابلن لل�ستقاق.

11( اإذا كان ق)�س( = �س3  + 2�س ، هـ )�س( = 3�س2  ،  فجد كلًّا مما ياأتي:
 )2(  ً َ  )2(                           ب( )قَ ° هـ(   اأ  ( )قَ  ° هـ(

12( اإذا كان ل)�س( = ق)هـ)�س((، وكان هـ )1( = 4 ،  لَ )1( =2 ، قَ )4( = -5، فجد هـَ  )1( 

�س     عند �س= -1  
�س 13(  اإذا كان �س = �س هـ )�س( ، وكان هـ)-1( = 6 ،  هـَ )-1( = 2، فجد    

�سً            
 2 قا2�س+)�سَ(2 

14(  اإذا كان جا �س = ظا �س ، فاأثبت اأنَّ : ظا�س = 

              1
  12 2            ، �س ≠ 0 فاأثبت اأنَّ قَ )5( =  

�س     -            1
�س2  15( اإذا كان ق)3�س-1( = 

: 16( اإذا كان  جتا �س – �س �س = 2�س ، فاأثبت اأنَّ
 جتا �س (  = 0  

 ) 2 + �سَ

  ) �س + جا �س ( + �سَ

�سً

17( اإذا كانت �س = اأ جا�س – ب جتا�س ،  اأ ، ب ثابتان، فاأثبت اأنَّ :
)�سَ(2 + �س2 =   اأ2 + ب2

18( اإذا كان  �س = ق)�س( ، �س3 = ق)2 �س2 - �س ( ، قَ )6( = 4 ، ق)6( = - 8 ، 
�س     عند �س = 2 .  

�س    فجد   

 )�س +1(4          ، �س ≥ 0
 )�س -1(4           ، �س < 0

�س= -1
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ال�سكل)4-2(

)∗( ال�سوؤال من اأ�سئلة الاختبارات الدولية.

19( اإذا كان ق)�س( = �س3 – �س2 ، هـ )�س( = 3�س2 + �س ، فجد كلًّا مما ياأتي:
)1(   ً َ    )1(                   ب( )قَ ° هـ(  اأ  ( )قَ ° هـ(

20∗( اعتمادًا على ال�سكل)2-4( الذي يمثل منحنى الاقتران ق في الفترة ] -3 ،3[، جد كلًّا مما ياأتي:
اأ   ( قيم �س حيث -3 > �س > 3 التي يكون عندها الاقتران ق غير مت�سل.

ب( قيم �س حيث -3 > �س > 3 التي يكون عندها الاقتران ق غير قابل لل�ستقاق.

21( يتكون هذا ال�سوؤال من )8( فقرات من نوع الاختيار من متعدد، ويلي كل فقرة اأربعة بدائل 
واحد فقط منها �سحيح ، �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:

)1( اإذا كان منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )2، 3(، وكان المما�س المر�سوم لمنحنى ق عند 
: هذه النقطة ي�سنع زاوية قيا�سها  45ْ مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات، فاإنََّّ

 ق)�س(  - 3           ت�ساوي:
6 - 3�س

      نهــــــــا  
       �س ←2  

13                د ( – 3 13                  جـ(  -        اأ  ( 1                    ب(  

 جا2�س   - 1          ت�ساوي: 
  )2(  نهــــــــا          �س -  

    
π
     �س ← 4

12                     د (     2         اأ  ( 1                     ب( �سفر              جـ(  

π
4
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π   + هـ(          ت�ساوي:
3 12   - جتا)    

هـ  
)3( نهــــــا 
    

   هـ ←0

    32 -   3                     د ( 
2 -1                 جـ( 

2 12                 ب(   اأ  (  

ق)2+3هـ(- ق)2(           ت�ساوي:
- هـ )4( اإذا كان قَ )2( = 6 ، فاإنََّّ نهـــــا   

    
                                                      هـ ←0

 اأ ( – 18              ب( 18                 جـ( – 6                  د ( – 2

)5( اإذا كان معدّل التغير في الاقتران ق)�س( في الفترة ]-2، م [ ي�ساوي  

م2 - 4            فاإنََّّ قَ+ )– 2( ت�ساوي:
م + 2        

اأ  (   2                  ب( �سفر                جـ( - 4                  د( 4

)6( اإذا كان معدّل التغير في الاقتران ق)�س( عندما تتغير  �س من �س  اإلى  �س + هـ  ي�ساوي 
�س2هـ -4�س هـ2 ، فاإنَََّّّ  قَ )3( ت�ساوي: 

اأ  ( 9                    ب(  – 9               جـ(  �سفر                  د( – 3

)7( اإذا كان ق)�س( = | 4 – 2�س| فاإنََّّ قَ )2(:
اأ  ( 2                    ب( – 2                 جـ( �سفر                  د( غير موجودة 

َ   )4( ت�ساوي: )
ق           

قَ   )8( اإذا كان ق)4( = 5 ، قَ )4( = – 1 ، قً)4( = 2  فاإنََّّ  = ) 

اأ  ( 11                 ب( – 9                 جـ( – 6                   د( 6
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تم توظيف علم التفا�سل في مجالات متعددة تخدم العلوم الاأخرى، كعلوم الفيزياء والكيمياء 
نهاياتها   حيث  من  الاقترانات،  خ�سائ�س  درا�سة  وت�سم  وال�سناعات.  والاقت�ساد  الف�ساء  وعلوم 
التفا�سلية  المعادلات  توظيف  تقعرها، كذلك تم  وتناق�سها ومجالات  تزايدها  وات�سالها ومجالات 
في مجالات الات�سالات والمركبات الف�سائية وفي المجالات الع�سكرية، كما تم توظيفها في العلوم 

الحياتية وال�سكانية.
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اإيجاد معادلة المما�س عند نقطة.
حل م�سائل هند�سية على الم�ستقة الاأولى.

حل م�سائل عملية على الم�سافة، وال�ضرعة، والت�سارع.
تف�سير مفهوم المعدل الزمني.

حل م�سائل وتطبيقات حياتية على المعدّلات المرتبطة بالزمن.
بيان العلقة بين الم�ستقة الاأولى لاقتران، ومجالات التزايد والتناق�س له.

ا�ستخدام اختبار الم�ستقة الاأولى في تحديد فترات التزايد والتناق�س لاقتران معطى.
تحديد النقط الحرجة لاقتران معطى.

بيان العلقة بين الم�ستقة الاأولى لاقتران، والقيم الق�سوى المحلية له.
ا�ستخدام اختبار الم�ستقة الاأولى في ايجاد القيم الق�سوى المحلية و المطلقة لاقتران 

معطى، اإن وُجدت.
ا�ستخدام اختبار الم�ستقة الثانية في تحديد فترات التقعر اإلى الاأعلى واإلى الاأ�سفل، 

ونقط الانعطاف، والقيم الق�سوى.
حل م�سائل عملية تت�سمن القيم الق�سوى.
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تطبيقات هند�سية وفيزيائية
 Geometric and Physical Applications الفصل الأول

  تجد معادلة المما�س عند نقطة.
  تحل م�سائل هند�سية على الم�ستقة الاأولى.

  تحل م�سائل عملية على الم�سافة، وال�ضرعة، والت�سارع
  تف�ضر مفهوم المعدل الزمني.

  تحل م�سائل وتطبيقات حياتية على المعدلات المرتبطة بالزمن.

تطبيقات هند�سية
Geometrical Applications   أولًا

جــد م�ساحــة المثلــث النــاتج عــن 
والمما�ــس  ال�سينــات  محــور  تقاطــع 
والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران  

ق)�س( = �س2+1 عند النقطة )2،1(.
انظر ال�سكل )1-3(.                                                      

ي�ساوي  )�س1،ق)�س1((  النقطة  عند  ق)�س(  الاقتران  لمنحنى  المما�س  ميل  اأنَّ  �سابقًا  تعلمت 
الم�ستقة الاأولى للقتران ق عند تلك النقطة.

النقطة )�س1، ق)�س1(( نقطة تما�س. )�س1(، وت�سمى  الـمما�س عند )�س1،ق)�س1((  =  قَ  اأنَّ ميل  اأي 

ال�سكل )1-3(
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اإذا علمت اأنَّ ق)�س( = �س2+3 ، جد معادلة كلٍّ من المما�س، والم�ستقيم العمودي على المما�س 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة )4،1(. 

1

ال�سكل )3-3(

تذكر
1( ميل الم�ستقيم×ميل العمودي عليه = -1
2( الم�ستقيم العمودي على منحنى اقتران  
على  العمودي  نف�سه  هو  نقطة  عند 
مما�س منحنى الاقتران عند هذه النقطة.

الحل
1( معادلة المما�س لمنحنى الاقتران 

      ق)�س( = �س2 + 3 عند النقطة )4،1( هي :
�س-4 = قَ)1()�س – 1(

قَ )�س( = 2�س، ومنه قَ )1( = 2
اإذن معادلة المما�س هي: �س- 4 = 2)�س-1( 

ومنه �س= 2�س + 2

2( معادلة العمودي على المما�س عند النقطة )4،1( هي:
-1            )�س - �س1(  

قَ )�س1( �س- �س1= 

-1          )�س-1(
2 �س- 4 =  

         9
2 -1          �س + 

2 ومنه   �س =   
انظر ال�سكل )3-3(.

العمودي على المما�س

ق)�س(  �س=  للقتران  كان  اإذا  عام  ب�سكل 
م�ستقة عند النقطة )�س1،�س1(، فعندئذ يكون 
لمنحنى ق مما�س عند تلك النقطة، ميله ي�ساوي  

قَ )�س1(.وتكون معادلة مما�سه هي:

ال�سكل )2-3(

�س - �س1 = قَ )�س1( )�س - �س1( 
انظر ال�سكل )2-3(.                                                      
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2

 4         ، ومما�س منحنى الاقتران هـ )�س( = �س متعامدان عند نقطة 
�س بينِّ اأنََّّ مما�س منحنى الاقتران ق)�س( = 

تقاطعهما.

اإذا كان ق)�س( = �س2 ، هـ )�س( = �س2-2�س+1، فجد النقطة التي يكون عندها مما�سّا منحنيي 
الاقترانين ق، هـ  متعامدين.

الحل

َ )�س( = 2�س-2 قَ )�س( = 2�س ، هـ 
َ  )�س( = -1                   )لماذا؟( قَ )�س(  * هـ 

2 �س)2�س-2( = -1
اأي اأنَّ 4�س2-4�س+1=0

         1 
2 ومنه )2�س-1(2 =0           ومنه �س =  

2

.)          1 
4   ،          1 

2 اإذن النقطة التي يكون عندها مما�سّا منحنيي الاقترانين متعامدين هي ) 
ق من �سحة الحل.  تحقَّ

1
جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران  ق)�س( =    �س+3  عند النقطة 

.)2،1(

ملاحظة
يكون مما�س منحنى الاقتران ق)�س( عموديًّاا على مما�س منحنى الاقتران هـ )�س( عند نقطة تقاطعهما 
)�س1،�س1(، اإذا كانت  قَ)�س1(، هـَ  )�س1( موجودتين، وكانت  قَ)�س1( × هـَ  )�س1( = -1
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ال�سكل )4-3(

اإذن لمنحنى ق مما�س اأفقي عند النقطة )3،3(. 
انظر ال�سكل )4-3(.

] π ، 0[ ا اأفقيًّاا في الفترة بينِّ اأنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = جا2�س مما�سًّا

3

اإذا كان مما�س منحنى الاقتران ق)�س( = �س2+3�س+1 عند �س = �س1 ي�سنع زاوية قيا�سها 45° مع 
الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات، فجد اإحداثيّي نقطة التما�س. 

الحل
 قَ )�س1( = ظا °45 

2�س3+1 =1 
ومنه �س1= -1

اإذن نقطة التما�س هي: )�س1 ، ق)�س1( ( = )-1 ، -1(

4

ميل الم�ستقيم )المما�س( = ظا هـ
حيث هـ الزاوية التي ي�سنعها

لمحور  الموجب  الاتجــاه  مع  المما�س 
ال�سينات

ا اأفقيًّاا عند النقطة )3، 3 (. بينِّ اأنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2-6�س+12 مما�سًّا
الحل

ميل المما�س عند النقطة )�س1 ، �س1 ( هو قَ )�س1(،
قَ )�س1( = 2�س1 - 6

قَ )3(    = 2 * 3 - 6
              = �سفرًا

3

المما�س الاأفقي هو:
المما�س الذي يوازي محور ال�سينات 
�سفرًا. ي�ساوي  ميله  ويكون 
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بينِّ اأنَّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2 + 1 مما�سيْن مر�سومين من النقطة )0 ، 0 (، ثم جد معادلة 
كلٍّ منهما.

6

لمنحنى  المما�س  ميل  زاوية  قيا�س  ، وكان  �س +2  �س2 + جـ  الاقتران ق)�س( = جـ  اإذا كان 
الاقتران ق عند النقطة )2،ق)2(( هو135° ، فجد قيمة الثابت جـ .

4

جد الاإحداثي ال�سيني للنقط التي يكون عندها المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س4-4�س4+2 
موازياً للم�ستقيم الذي معادلته: �س+4�س+1=0

5

3

الحل
افر�س اأنَّ ميل المما�س م ، و ميل الم�ستقيم  م1 .

والنقطة )�س1 ، �س1( نقطة التما�س لمنحنى الاقتران ق. 
 
 1

- 8�س
 
 
1 
اإذن م = قَ )�س1( = 4�س 

وبما اأنَّ مما�س منحنى الاقتران ق عند النقطة )�س1 ، �س1( يوازي الم�ستقيم ل، اإذن:
م = م1

  - 8�س1 = -4                                                                                                  لماذا؟
4�س1

  - 8�س1 + 4 =0                                                                                    
4�س1

0 = )1- 1
4)�س1 -1()�س   + �س

  1     
                                    

ومنه   �س1= 1 
          5     + 1-

 2 اأو     �س1 = 

          5    -1-
 2 اأو     �س1 =  

3

2

3
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5
بينِّ اأنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = 5- �س2 ،  مما�سين مر�سومين من النقطة )0،3(.

ال�سكل )5-3(

2

ومنه �س1 =1
اأي اأنََّّ قيم �س1 هي:  -1،  1

نقطة التما�س الاأولى هي: )-2،1(، نقطة التما�س الثانية هي: )2،1( 
انظر ال�سكل )5-3(.

∴ معادلة المما�س الاأول هي: �س = -2�س
      معادلة المما�س الثـاني هي: �س = 2�س

الحل
النقطة )0،0( لا تقع على منحنى الاقتران ق، لماذا؟

افر�س اأنَّ النقطة )�س1،�س1( نقطة تما�س تقع على منحنى الاقتران ق.
1+ 

1
ومنه �س1= �س

 ميل المما�س عند نقطة التما�س = ميل منحنى الاقتران ق عند تلك النقطة.
ميل المما�س= قَ )�س1( عند نقطة التما�س 

                 = 2�س1
معادلة المما�س هي:  �س = 2�س1 )�س-0(

                               �س = 2�س1 �س
ق)�س1( = �س1 

2ومنه �س1 + 1 = 2�س1    2

2
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1  ( جد ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2+6�س-5 عند النقطة )1 ، 2(.

2  ( جد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س3 ، عند نقطة تقاطعه مع الم�ستقيم 
  �س- �س- 6 = 0   

3  ( جد النقط الواقعة على منحنى الاقتران ق)�س( = �س2 - 3�س + 3 التي ي�سنع عندها المما�س 
مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.

راد     π3
4 زاوية قيا�سها 

4  ( جد النقط الواقعة على منحنى العلقة )�س-4(2 =  �س+2 التي يكون عندها المما�س موازياً 
للم�ستقيم الذي معادلته: 3�س + 6�س + 2=0

5  ( جد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2-4�س+3 بحيث يكون المما�س عموديًّاا 
على الم�ستقيم الذي معادلته:  6�س - 3�س- 5 =0

عند النقطة )2،1( 2
�س 6   (  جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = 

ا  7  ( جد قيمة كلٍّ من الثابتين ب،جـ اللّتين تجعلن الم�ستقيم الذي معادلته: �س-  �س - 2=0 مما�سًّا
لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2 + ب �س + جـ عند النقطة )0 ، 2(.

النقطة  عند  2-
�س الاقتران  ق)�س( = الم�ستقيم  2�س- �س+ جـ =0  يم�س منحنى  اإذا كان   )  8

)�س1،�س1( فجد قيم الثابت جـ.

 9  (  جد معادلتي المما�سين لمنحنى العلقة �س= �س2 -4�س عند نقطتي تقاطع منحناها مع محور 
ال�سادات.

10( جد قيا�س الزاوية التي ي�سنعها مما�س منحنى العلقة: �س2 + �س2 + 6�س- 2�س + 2=0 عند 
النقطة ) 3 ، -1( مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.

11( جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = 3 ظتا �س + قا2 �س عند 
. π

4 �س=
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12( جد معادلة المما�س  لمنحنى الاقتران ق)�س( =    �س  عند نقطة تما�سه مع منحنى الاقتران 

 . 3
2 3 �س + 

2 هـ)�س( = �س2- 

13( جد م�ساحة المثلث القائم الزاوية، المكون من المما�س المر�سوم لمنحنى العلقة �س=   �س،  

         �س<0 عند النقطة  )2،4( ومحور ال�سينات والم�ستقيم �س=4.

14( حُلَّ الم�ساألة الواردة بداية الدر�س.
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تطبيقات فيزيائية
Physical Applications   ثانيًا

قُذف ج�سم من �سطح برج راأ�سيًّاا اإلى اأعلى، حيث اإنَّ ارتفاعه بالاأمتار عن �سطح البج  بعد 
ن ثانية من بدء الحركة معطى بالعلقة ف)ن( = 25ن - 5ن2، جد ارتفاع البج اإذا كانت 

�ضرعة الـج�سم لحظة و�سوله الاأر�س ت�ساوي ) - 55م/ث(. 

تعلمت �سابقًا اأنَّ ال�ضرعة المتو�سطة )ع( في الفترة الزمنية من ن اإلى ن + Δ ن لـجُ�سيم يتحرك 
على خط م�ستقيم، وفق العلقة ل = ف)ن( هي:

Δف         موجودة فت�سمى ال�سرعة اللحظية 

Δن
ف)ن+Δن(- ف)ن(        ، واإذا كانت نهــــــا 

Δن
Δف         = 

Δن  ع=  
                                                                                                  Δن ←0

للجُ�سيم عند ن ويرمز لها بالرمز ع.

يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلقة ف)ن( = ن3- 3ن2- 3، حيث ن الزمن بالثواني، 
ف الم�سافة بالاأمتار، اح�سب �ضرعة الـجُ�سيم وت�سارعه عند ن = 4 ثوانٍ.

الحل
ال�ضرعة ع)ن( = فَ )ن(  = 3ن2-6ن

ع)4( = 24م/ث
الت�سارع ت)ن( = عَ)ن( = فً )ن( = 6ن-6                        

 ومنه ت)4( = 18م/ث2

1

: اإذا تحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وتحدد موقعه في اللحظة ن بالعلقة ل = ف)ن( فاإنََّّ
ال�ضرعة اللحظية )ال�ضرعة( في اللحظة ن هي ع حيث ع)ن( = فَ)ن(

واإذا كان فَ)ن( قابلً لل�ستقاق في ن، فاإنََّّ  فً )ن( = عَ)ن( ي�سمى ت�سارع الـجُ�سيم في 
اللحظة ن ويرمز له بالرمز ت)ن(.
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يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلقة ف)ن( = ن3-6ن2+1،حيث ن الزمن بالثواني، 
ف الم�سافة بالاأمتار، جد �ضرعة الـجُ�سيم عندما ينعدم ت�سارعه.

الحل
ال�ضرعة ع)ن( = فَ )ن( = 3ن2 - 12ن
الت�سارع ت)ن( = فً )ن( = 6ن - 12

عندما ينعدم ت�سارعه فاإنََّّ ت)ن( =0 
∴  6ن - 12 = 0

ومنه ن =2، اأي ينعدم ت�سارع الـجُ�سيم عندما ن = 2 ثانية.
اإذن ع)2( = 3)2(2 - 12)2( =  -12م/ث.

قذف ج�سم راأ�سيًّاا للأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س، بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح الاأر�س 
بالاأمتار بعد ن ثانية من بدء الحركة معطى بالعلقة ف )ن( = 30ن - 5ن2، جد كلًّا مما ياأتي:

1( ال�ضرعة الابتدائية للج�سم.
لُ اإليه الـج�سم. 2( اأق�سى ارتفاع يَ�سِ

3( اللحظة التي تكون عندها �ضرعة الـج�سم 10م/ث.

4( الزمن اللزم حتى يعود الـج�سم اإلى �سطح الاأر�س.

2

3

1
اإذا كانت ف)ن( = 4جا3ن – 5جتا3ن، حيث ف الم�سافة بالاأمتار، ن الزمن بالثواني، 

π ثانية.
6 فاح�سب كلًّا من  الم�سافة و ال�ضرعة و الت�سارع عندما ن =

2
اإذا كانت ف)ن(  = ن3-9ن2+15ن، هي العلقة الزمنية لحركة جُ�سيم  على خط  م�ستقيم، حيث 
ن الزمن بالثواني، ف الم�سافة بالاأمتار، فجد ت�سارع الـجُ�سيم في اللحظة التي تنعدم فيها �ضرعته.
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الحل
1( ال�ضرعة الابتدائية )ع0( للج�سم هي ال�ضرعة التي قذف بها الـج�سم اأي عندما )ن=0(

ع)ن( =  30-10ن     ومنه ع0 =  30م/ث
2( ي�سل الـج�سم اإلى اأق�سى ارتفاع عندما ت�سبح ال�ضرعة ع = 0، اأي اأنَّ 30 -10ن =0 ويتحقق 
ذلك عندما ن = 3ث، وعند هذه اللحظة تكون الم�سافة المقطوعة ف)3( = 90 - 45=45م.

3( ع = 30-10ن =10،  ومنه ن = 2 ثانية
4( عندما يعود الـج�سم اإلى �سطح الاأر�س تكون ف = 0     ومنه 30ن - 5ن2=0

ن )30 - 5ن( = 0، ومنه ن = 0، ن = 6 ثانية 
وبما اأنَّ    ن =0 هي لحظة الانطلق، اإذن يعود الـج�سم اإلى �سطح الاأر�س بعد 6 ثوانٍ من بدء الحركة.

3
حُلَّ الم�ساألة الواردة بداية الدر�س.

ا؛ حيث اإنََّّ الم�سافة المقطوعة بالاأمتار  اأ�سقط ج�سم من ارتفاع 120م عن �سطح الاأر�س �سقوطًا حرًّا
بعد ن ثانية هي ف1)ن( = 5ن2 وفي الوقت نف�سه قذف ج�سم من �سطح الاأر�س للأعلى حيث 
اإنَّ الم�سافة التي يقطعها هي ف2)ن( = 60ن - 5ن2، جد اللحظة التي يكون لهما الارتفاع نف�سه 

عن �سطح الاأر�س.
الحل

يكون الـج�سمان على الارتفاع نف�سه عن �سطح الاأر�س عندما ف1)ن( + ف2)ن( =120م
5ن2+60ن - 5ن2=120

60ن = 120 ومنه ن = 2ثانية
اأي اأنَّ الج�سمين يكونان على الارتفاع نف�سه بعد ثانيتين من بدء حركتهما.

4
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1( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلقة ف)ن( = ن3 - 6ن2 + 9ن + 3، حيث ن الزمن 
بالثواني، ف الم�سافة المقطوعة بالاأمتار، فجد كلًّا مما ياأتي:

اأ   ( ال�ضرعة الابتدائية للجُ�سيم.
�سيم لحظة �سكونه. ب(  ت�سارع الـجُُ

32 ن ،  2( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلقة ف)ن( = 2جا2) 2ن ( +  

[  حيث ف: الم�سافة بالاأمتار، ن: الزمن بالثواني، جد ت�سارع الـجُ�سيم عندما  π
2 ن  ]0 ، 

تكون �ضرعته      3 م/ث.

3( قذف ج�سم راأ�سيًّاا اإلى الاأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س بحيث كان بعده عن �سطح الاأر�س 
بعد ن ثانية هو ف)ن( = 19.6ن - 4.9ن2 متر، فجد كلًّا مما ياأتي:

اأ   (  اأق�سى ارتفاع ي�سل اليه الـج�سم عن �سطح الاأر�س.
ب( ت�سارعه في اللحظة ن.

جـ( �ضرعة الـج�سم لحظة و�سوله اإلى �سطح الاأر�س.

4( قذف ج�سم راأ�سيًّاا اإلى الاأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س؛ بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح 
الاأر�س بعد زمن ن ثانية هو  ف)ن( = 128ن-16ن2 قدم، فجد كلًّا مما ياأتي:

اأ   ( مجموعة قيم ن التي تكون عندها ال�ضرعة �سالبة.
ب(  اأق�سى ارتفاع ي�سل اليه الـج�سم عن �سطح الاأر�س.

جـ( ت�سارع الـج�سم عند اأي لحظة.
د  ( �ضرعة الـج�سم الابتدائية.

اأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س؛ بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح  اإلى  5( قُذفَ ج�سم راأ�سيًّاا 
الاأر�س بالاأقدام بعد ن ثانية معطى وفق العلقة ف)ن( = 96ن - 16ن2. جد �ضرعة الـج�سم 

عندما يكون على ارتفاع 80 قدمًا.
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6( قذف ج�سم راأ�سيًّاا اإلى الاأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س بحيث اإنَّ بعده عن نقطة القذف 
بعد ن ثانية من  بدء الحركه معطى بالعلقة ف)ن( = اأ ن - 5ن2 بالاأمتار، فجد قيمة اأ علمًا باأنَّ 

اأق�سى ارتفاع و�سل اليه الـج�سم 80 متًرا.

7( قُذف ج�سم راأ�سيًّاا اإلى اأعلى من نقطة على ارتفاع 60 متًرا من �سطح الاأر�س وفق العلقة 
ف)ن( = 40ن-5ن2 حيث ن الزمن بالثواني، ف الم�سافة بالاأمتار ، جِد كلًّا مما ياأتي:

اأ   ( الزمن الذي ي�ستغرقه الـج�سم حتى يعود اإلى نقطة القذف.
ب(  الزمن الذي ي�ستغرقه الـج�سم حتى يعود اإلى �سطح الاأر�س.

جـ( اأق�سى ارتفاع ي�سل اليه الـج�سم عن �سطح الاأر�س.
د  ( متى ت�سبح �ضرعه الـج�سم 30 م/ث ؟

هـ( متى ي�سبح ارتفاع الـج�سم 135 متًرا عن �سطح الاأر�س؟

8( اأ�سقط �سخ�س ج�سمًا من ال�سكون من �سطح بناية وفق العلقة ف1)ن( = 16ن2، وفي اللحظة 
نف�سها قذف �سخ�س ثانٍ ج�سمًا عموديًّاا اإلى اأ�سفل ب�ضرعة ابتدائية مقدارها 20 قدم/ث من 
ال�سطح نف�سه وفق العلقة ف2)ن( = 20ن + 16ن2  ، فاإذا ارتطم الج�سم الاأول بعد 12 ثانية 

من ارتطام الج�سم الثاني بالاأر�س،  فجد ارتفاع البناية.

يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم بحيث اإنََّّ �ضرعته ع = اأ    ف  ، اأ < 0، ف <0، ف: الم�سافة   )9
بالاأمتار، اإذا علمت اأنََّّ ت�سارعه 8م/ث2.   فجد قيمة الثابت اأ.

ال�ضرعة، ف   العلقة ع2= 1 - 2ف2 حيث ع  م�ستقيم ح�سب  جُ�سيم على خط  يتحرك   )10
الم�سافة  بالاأمتار.

جد ت�سارع الـجُ�سيم عندما تنعدم �ضرعته.
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المعدلات المرتبطة بالزمن
Related Rates ثالثًا  

انطلق  نقطة  من  200متر  بعد  وعلى  100م/ث،  ب�ضرعة  لاأعلى  عموديًّاا  �ساروخ  اأطلق 
اإلى ال�ساروخ، جد معدل تغير زاوية ارتفاع  ال�ساروخ، كان م�ساهد جال�سًا على الاأر�س ينظر 

نظر الم�ساهد عندما يكون ال�ساروخ على ارتفاع 400 متر من �سطح الاأر�س.

�س     هو معدل تغير �س بالن�سبة للمتغير �س في حالة ارتباط �س بالمتغير �س،   
�س تعلمت �سابقًا  اأن  

غير اأنَّ هناك حالات اأخرى كثيرة فيها ارتباط بين عدة متغيرات، وكلٌّ منها له علاقة بالزمن
ويعب عنها بال�سيغ التالية:

�س   معدل تغير �س بالن�سبة اإلى الزمن ن.  
ن

�س   معدل تغير �س بالن�سبة اإلى الزمن ن.  
ن

ت�سمى هذه العلقات بالمعدلت المرتبطة بالزمن، ولها تطبيقات فيزيائية وحياتية متنوعة.

تغير  معدل  كان  فاإذا   ،0=  6 3�س-  5�س+  �س2 -  �س2 +  العلقة   منحنى  على  نقطة  تتحرك 
اإحداثيها  تغير  معدل  فجد   ،)2،1( النقطة  عند  �سم/ث   3 الزمن  اإلى  بالن�سبة  ال�سيني  اإحداثيها 

ال�سادي بالن�سبة اإلى الزمن عند النقطة نف�سها.
الحل

افر�س اأنَّ النقطة )�س،�س( تقع على منحنى العلقة.
�س    = 3 �سم/ث ، عند النقطة )1 ، 2(.                                                                                          

ن المعطيات : 
�س     عند النقطة )2،1(.   

ن المطلوب : 
�س    ا�ستق طرفي المعادلة �سمنيًّاا بالن�سبة اإلى   

ن �س   ،   
ن وللح�سول على علقة تربط بين المعدلات 

الزمن فتح�سل على:

1
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�س   =0  
ن �س   + 3    

ن �س    - 5   
ن �س   + 2�س   

ن 2�س  

�س    =0  
ن �س   + )2�س-5(    

ن )2�س+3(  

�س                   لماذا؟   
ن 5-2�س          ×  

2�س+3 �س   =    
ن    

: �س   = 3، �س=1،  �س=2 نجد اأنَّ  
ن وبتعوي�س  

�س   =  37  × 3 =  97  �سم/ث  
ن    

اأي اأنَّ معدل التغير في الاإحداثي ال�سادي عند النقطة )1 ، 2( ي�ساوي   97  �سم/ث.

بمعدل  �سطحه  م�ساحة  تزداد  �سكله،  على  محافظًا  بالحرارة  يتمدد  ال�سكل  دائريُّ  معدني  قر�س 
6�سم2/ث، جد معدل تغير طول ن�سف قطر القر�س؛ عندما يكون طول ن�سف قطره 3�سم.

الحل
: افر�س اأنَّ

نق = طول ن�سف قطر القر�س في اللحظة ن.
م   =  م�ساحة �سطح القر�س في اللحظة ن.

م   = 6�سم2/ث  
ن المعطيات:  

   نق   عندما  نق = 3�سم.
المطلوب:   ن 

العلقة التي تربط بين متغيرات الم�ساألة م، نق  هي:
م = π نق2 ........ )1(

وبا�ستقاق طرفي العلقة )1( �سمنيًّاا بالن�سبة اإلى الزمن تح�سل على:
نق      ........)2(   

ن  م   =π 2نق     
ن

: م   = 6�سم2/ث،  نق = 3�سم في العلقة )2( تجد اأنَّ  
ن وبالتعوي�س عن

  نق   
6�سم2/ث =  π2 × 3�سم ×    ن 

2
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: �س بُعد الرجل عن عمود الكهرباء. افر�س اأنَّ
�س طول ظل الرجل. 
انظر ال�سكل )6-3( 

حدد الثوابت والمتغيرات والمعدّلات الزمنية المعطاة والمطلوبة كما ياأتي:
المعطيات:

الثوابت:  طول الرجل = 1.7 م ، طول عمود الكهرباء = 5.1 م
المتغيرات: بُعد الرجل عن عمود الكهرباء  �س ، طول ظل الرجل  �س .

�س   = 2م/ث  
ن المعدلات المعطاة:   

�س                                                                                            
ن المعدلات المطلوبة:   

ابحث عن علقة تربط بين المتغيرات �س، �س، فتجد من خلل ت�سابه المثلثين اأ ب جـ، د هـ جـ اأن:           

 �س + �س    ومنه 3 �س = �س + �س
�س  =  5.1 

1.7  �س+�س     ومنه 
�س  اأ ب   =  

د هـ 

�سم/ث  1 
 π نق   =    

ن  ومنه      
 1   �سم/ث.

 π اأي اأنَّ طول ن�سف قطر القر�س يزداد بمعدل 

رجل طوله 1.7متراً، ي�سير على اأر�س م�ستوية ب�ضرعة 2م/ث مبتعدًا عن عمود كهرباء 
في قمته م�سباح،  يرتفع 5.1 اأمتار عن �سطح الاأر�س، جد معدل تغير طول ظل الرجل.

الحل 

3

1
كرة من الجليد تن�سهر ب�سبب الحرارة بحيث تبقى محافظة على �سكلها، اإذا كان طول ن�سف 

قطرها يتناق�س بمعدل0.01�سم/ث ، فجد كلًّا مما ياأتي:
1 ( معدل تناق�س حجم الكرة عندما يكون طول ن�سف قطرها 10�سم.

2(  معدل تناق�س م�ساحة �سطح الكرة عندما يكون طول ن�سف قطرها 5�سم.

ال�سكل )6-3(
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يرتفع بالون راأ�سيًّاا اإلى اأعلى بمعدل ثابت قدرهُ 40 م/د، ر�سدَهُ م�ساهد يقف على الاأر�س، ويبعدُ 
120م عن موقع البالون على الاأر�س، جد معدل تغير زاوية ارتفاع نظر الم�ساهد للبالون؛ عندما 

يكون البالون على ارتفاع 120م عن �سطح الاأر�س.
الحل

افر�س اأنَّ هـ زاوية ارتفاع نظر الم�ساهد في اللحظة ن، 
واأنَّ �س  ارتفاع البالون عن �سطح الاأر�س، 

انظر ال�سكل )7-3(.                                                        

4

2
في مثال )3( جد معدل تغير بُعد راأ�س الرجل عن الم�سباح؛ عندما يكون الرجل على بعد 3 

اأمتار عن عمود الكهرباء.

ال�سكل )7-3(

2�س = �س .......... )1(
�سمنيًّاا   )1( المعادلة  طرفي  ا�ستق  �س  ،   

ن  ، �س     
ن المعدلات:   بين  تربط  علقة  على  وللح�سول 

بالن�سبة اإلى الزمن فتح�سل على:                                                                                              

�س   ............)2(   
ن    1 

2 �س    =    
ن �س    ،  ومنه     

ن �س   =    
ن 2

: �س   في المعادلة )2(، تـجد اأنََّّ  
ن وبالتعوي�س عن   

 1  × 2 = 1م/ث.
2 �س  =     

ن     
اأي اأنَّ طول ظل الرجل يزداد بمعدل 1م/ث.

الرا�سد
)الم�ساهد(

�س   =40 م/ د  
ن المعطيات: 

هـ   عندما �س = 120م  
ن المطلوب: 

 �س   .......... )1(
العلقة التي تربط بين المتغيرين �س، هـ هي ظاهـ =  120



175

: وبا�ستقاق العلقة )1( �سمنيًّاا بالن�سبة اإلى الزمن نجد اأنََّّ
�س     ........... )2(  

ن  *   1 
هـ   =  120  

ن قا2هـ * 
π4  ، وبالتالي عندما �س = 120م ي�سبح المثلث القائم متطابق ال�سلعين، فعندئذ ت�سبح هـ  =  

: قا2هـ = 2، وبالتعوي�س في المعادلة )2( تجد اأنََّّ
 1   راديان/ ث.

6 هـ   =    
ن  1   *  40   ومنه   

هـ   =  120  
ن  * 2

دائرتان متحدتان في المركز، طولا ن�سفي قُطريهما 5�سم، 20�سم، ابتداأت الدائرة ال�سغرى تت�سع 
بحيث يزداد طول ن�سف قطرها بمعدل 2�سم/د، وفي اللحظة نف�سها اأخذت الدائرة الكبى ت�سغر 
بحيث يتناق�س طول ن�سف قطرها بمعدل 1�سم/د، جد معدل التغير في الم�ساحة المح�سورة بين 

الدائرتين في اللحظة التي تنطبق الدائرتان على بع�سهما.
الحل

افر�س اأنَّ الزمن لتغيرهما هو ن دقيقة
طول ن�سف قطر الدائرة ال�سغرى = 5+2ن                                     لماذا؟

طول ن�سف قطر الدائرة الكبى = 20- ن                                      لماذا؟ 
م)ن( الم�ساحة المح�سورة بينهما

م)ن( = π )20- ن(π -  2 )5 + 2ن(2
م   عندما  م = 0 اأي عندما 20- ن = 5 + 2ن  

ن المطلوب: 

5

3
مثلث متطابق ال�سلعين طول كلٍّ من �سلعيه المتطابقين 8�سم ، يزداد قيا�س الزاوية المح�سورة 

بينهما بمعدل 2°/د، جد معدل التغير في م�ساحة المثلث في كلٍٍّّ من الحالات الاآتية:
1( عندما يكون قيا�س الزاوية المح�سورة بينهما °60.

2( عندما يكون قيا�س الزاوية المح�سورة بينهما °120.
قارن بين الاإجابتين وف�ضر ذلك.
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 ومنه 3ن = 15 
∴ ن = 5 دقائق.

م  = - π 2 )20- ن( - π 4 )5 + 2ن(  
ن  

م  = -π 90 - = )10 + 5( π 4 - )5 -20( π  2 �سم2/د  
ن عندما ن = 5،  فاإنَّ   

وب�سورة عامة، لحل م�سائل المعدلت المرتبطة بالزمن يمكنك اتباع الخطوات الآتية:
حًا عليه البيانات المعطاة، اإن اأمكنك ذلك. 1( ار�سم �سكلً تقريبيًّاا للم�ساألة مو�سّ

2( حدد الثوابت والمتغيرات، والمعدلات الزمنية المعطاة والمطلوبة.
3( ابحث عن علقة ريا�سية م�ستعينًا بالر�سم تربط متغيرات الم�ساألة؛ بحيث تكون معدلات جميع  

متغيرات الم�ساألة معلومة با�ستثناء المعدل المطلوب اإيجاده.
في  لطرفيها  الا�ستقاق  عملية  اإجراء  قبل  عليها  ح�سلت  التي  العلقة  في  الثوابت  عن  �س  عوِّ  )4

حالات  معينة تتطلب ذلك.
5( ا�ستقَّ طرفي العلقة التي ح�سلت عليها بالن�سبة اإلى الزمن؛ للح�سول على علقة اأخرى تربط 

بين المعدلات.
�س بالقيم المعلومة لاإيجاد المطلوب.  6( عوِّ

ما دلالة الاإ�سارة ال�سالبة التي ح�سلت عليها في حل مثال)5(؟
فكر وناق�س
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1( مكعب من الثلج يتناق�س طول �سلعه بمعدل 0.0001 �سم/ث، جد معدل التغير في كلٍٍّّ من 
حجمه وم�ساحته الكلية؛ عندما يكون طول �سلعه 10�سم.

اأر�س  على  ال�سفلي  وبطرفه  عمودي،  حائط  على  العلوي  بطرفه  اأمتار   5 طوله  �سلم  يرتكز   )2
 1  م/ث، فجد �ضرعة انخفا�س 

2 م�ستوية اإذا تحرك الطرف ال�سفلي مبتعدًا عن الحائط بمعدل 
الطرف العلوي لل�سلم؛ عندما يكون طرفه ال�سفلي على بعد 3م عن الحائط.

3( قمع على �سكل مخروط دائري قائم قاعدته للاأعلى، فاإذا كان ارتفاع القمع 16�سم،  وطول 
بَّ فيه �سائل بمعدل 12�سم3/ث، جد معدل تغير م�ساحة �سطح  ن�سف قطر قاعدته 8�سم، �سُ

ال�سائل في القمع عندما يكون ارتفاع ال�سائل 8�سم.

4( انطلقت �سفينتان من الميناء نف�سه في اتجاهين مختلفين على �سكل خطين م�ستقيمين، قيا�س الزاوية 
الثانية 40كم/�ساعة، فجد  و�ضرعة  الاأولى 30كم/�ساعة،  �ضرعة  كانت  اإذا  بينهما )5120(، 
معدل تغير البعد بينهما عندما يكون بعداهما عن نقطة الانطلق 6كم، 8كم على الترتيب. 

5( بداأت النقطتان اأ، ب الحركة معًا من نقطة الاأ�سل )م(؛ بحيث  تتحرك النقطة ب على المحور 
ال�سيني الموجب مبتعدة عن نقطة الاأ�سل ب�ضرعة 2�سم/ث، وتتحرك النقطة اأ في الربع الاأول على 
منحنى الاقتران ق)�س( = �س3، بحيث تبقى اأ ب  دائمًا عموديةّ على محور ال�سينات الموجب، جد:

 اأ   ( معدل التغير في م�ساحة المثلث اأ ب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة.
ب( معدل التغير في طول وتر المثلث اأ ب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة.

6( حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

7( بداأت نقطة الحركة على دائرة مركزها نقطة الاأ�سل من النقطة )5، 0( باتجاه عك�س عقارب 
بمعدل  حركتها  اأثناء  في  النقطة  تر�سمه  الذي  الدائري  القو�س  طول  يزداد  بحيث  ال�ساعة، 
10�سم/ث، جد معدل ابتعاد النقطة المتحركة عن النقطة )0،5(؛ عندما يقابل القو�س الذي 

. 
راد

 π3 تر�سمه النقطة زاوية مركزية مقدارها  
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 ، روؤو�سه  تلم�س  بحيث  المربع  حول  دائرة  مت  رُ�سِ 4�سم/ث،  بمعدل  مربع  اأ�سلع  تتمدد   )8
في  التغير  معدل  جد  وو�سعها،  �سكلها  على  محافظة  تبقى  بحيث  المربع  مع  تتمدد  واأخذت 

م�ساحة المنطقة المح�سورة بين الدائرة والمربع، عندما يكون طول �سلع المربع10�سم.

9( م�سعدان كهربائيان م�ستقران في الطابق الاأر�سي، الم�سافة الاأفقية بينهما  8 اأمتار، بداأ الم�سعد 
الاأول يرتفع اإلى الاأعلى ب�ضرعة 2 م/ث ، وبعد ثانيتين بداأ الم�سعد الثاني في الارتفاع ب�ضرعة  

1م/ث . جد معدل تغير الم�سافة بين الم�سعدين بعد ثانيتين من بدء حركة الم�سعد الثاني.
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تطبيقات عملية على التفا�سل
الفصل الثاني

 تحدد النقط الحرجة لاقتران معطى.
 تحدد فترات التزايد والتناق�س لاقتران معطى.

 ت�ستخدم اختبار الم�ستقة الاأولى في تحديد فترات التزايد والتناق�س والقيم الق�سوى، اإن وجدت، لاقتران معطى.
 تتعرف مفهوم التقعر ونقط الانعطاف، وتحدد فترات التقعر لاأعلى ولاأ�سفل لاقتران ما با�ستخدام الم�ستقة 

الثانية.
 ت�ستخدم اختبار الم�ستقة الثانية لتعيين القيم الق�سوى المحلية.

 تحل م�سائل عملية على القيم الق�سوى.

النقط الحرجة
Critical Points أولًا  

.]3 ،1[ جد النقط الحرجة للقتران ق)�س( = | �س2 – 2�س |،  �س 

�سيتناول هذا الدر�س تطبيقًا اآخر للم�ستقة الاأولى، وهو النقط الحرجة.

: اإذا كانت �س1 �سمن مجال الاقتران ق، فاإنََّّ القيمة �س1 ت�سمى قيمة حرجة للقتران ق اإذا تحقق اأنَّ
)�س1،ق)�س1((  النقطة  ت�سمى  الحالة  هذه  وفي  موجودة.  غير  )�س1(  قَ  اأو   0  = )�س1(   قَ 

نقطة حرجة للقتران ق.

 Applications of Derivative
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]3 ، 2- [ جد النقط الحرجة للقتران  ق)�س( = 3�س2 - �س3  ، �س  
الحل

 قَ )�س( = 6�س - 3�س2 ،  قَ)�س( =0 عندما  6�س - 3�س2 =0 ومنه:
3�س)2 - �س( =0 اأي عند: �س=0، �س= 2  وكلهما في الفترة ]-2، 3[

وتكون قَ)�س( غير موجودة عندما �س = -2، �س= 3 )اأطراف الفترة(
وعليه يكون للقتران ق اأربع  نقط حرجة هي:    )-20،2( ، )0،0( ، )2 ، 4( ، ) 3، 0( 

1

1
جد النقط الحرجة للقتران ق)�س( = �س3 -12�س +1، �س  ]-3،3[

 ]π ،0[  1   جا3 �س ، �س 
3 جد النقط الحرجة للقتران ق)�س( = جا �س -  

الحل
 قَ )�س( = جتا �س- جا2�س جتا �س = جتا �س)1- جا2�س(،  قَ )�س( = جتا3�س

قَ )�س( =0 عندما:
  π 

2 جتا �س= 0 اأي عند �س = 
وتكون  قَ )�س( غير موجودة عندما �س= 0، �س= π )اأطراف الفترة(

وعليه يكون للقتران ق ثلث نقط حرجة هي:
.)0،π( ، )  2 

3  ،  π 
2  ( ، )0،0(

جد النقط الحرجة للقتران ق)�س( =  3 4- �س2 ، �س ]-3،3[

2

3

2
      ]π ،0[ جد النقط الحرجة للقتران ق)�س( = جا �س- جا2�س ، �س 
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يمثل ال�سكل )3-8( منحنى الم�ستقة الاأولى للقتران  
على  اعتمد   ]2،2-[ الفترة  على  المعرف  ق)�س( 

ذلك في تعيين النقط الحرجة للقتران ق.
 

4
حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

4

]2،2-[ جد النقط الحرجة للقتران ق)�س( =  3   �س2  ، �س 
3

الحل
�س    ، 

3  )4 - �س2(2  *  2-
3  قَ)�س( =  

قَ)�س( = 0 عندما الب�سط = 0   اأي اأنَّ �س =0 
وتكون قَ)�س( غير موجودة عندما المقام = 0، وعند اأطراف الفترة، اأي عندما 

�س= -2، �س = 2، �س = -3، �س = 3وعليه يكون للقتران خم�س نقط حرجة هي:
) 5- 3 ،3 ( ،) 0 ،2 ( ،) 4  3 ،0( ،) 0 ،2-( ،) 5-  3 ،3-(

الحل
اأو غير  للقتران نقط حرجة عندما  قَ)�س( =0، 
موجودة )ويكون ذلك عند المقطع ال�سيني  لمنحنى 

الم�ستقة الاأولى واأطراف الفترة( 
اأي عندما  �س= -1، 1، -2، 2 

ال�سكل )8-3(

وعليه يكون للقتران اأربع نقط حرجة هي:
)-1، ق)-1((، )1، ق)1((، )-2، ق)-2(( ، )2، ق)2((.



182

ال�سكل )9-3(

1( جد النقط الحرجة لكلٍٍّّ من الاقترانات الاتية:
اأ   ( ق)�س( = �س4-4�س+1           ، �س  ]-2 ،2[
]π2 ،0[  ب( ق)�س( = جا �س+ جتا �س        ، �س
جـ( ق)�س( = �س2 | �س-1|            ، �س  ]-3، 2[
] π ، 0[  د  ( ق)�س( =    جتا2�س                  ، �س

هـ( ق)�س( = 

2( جد قيم  اأ، ب التي تجعل للقتران ق)�س( = �س3 + اأ �س2 + ب �س نقطتين حرجتين 
عند �س = -1، �س = 3.

 �س2+1                  ،  -2 ≥ �س ≥ 1
2�س                       ،    1  ≥ �س ≥ 2

الاأولى  الم�ستقة  منحنى   )9-3( ال�سكل  يمثل   )3
على  ف  ــرَّ ــع الم ق  الحـــدود  كثير  ــتران  ــلق ل
تعيين  في  ذلك  على  اعتمد  الفترة]-3،3[ 

النقط الحرجة للقتران  ق.
�س3  - 1          

�س3  + 1  4( جد النقط الحرجة للقتران ق)�س( = 
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التزايد والتناق�ص
Increasing and Decreasing ثانيًا 

اعتمادًا على ال�سكل )3-10( الذي يمثل منحنى الاقتران

]    اأ ، ب[، عندئذٍ يكون الاقتران ق: فًا على الفترة ]   اأ،ب[ وكان �س1،�س2   اإذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
1( متزايدًا على الفترة ] اأ ، ب[ اإذا كان ق)�س1( > ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2

ا على الفترة ] اأ ، ب[ اإذا كان ق)�س1( < ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2   2( متناق�سً
3( ثابتًا على الفترة ] اأ ، ب[ اإذا كان ق)�س1( = ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2 

لاحظ  من خلل ال�سكل )3-10( ما ياأتي:
1( في الفترة ]-3، 0[ كلما زادت قيم �س زادت قيم ق)�س(، وفي هذه الحالة يكون ق متزايدًا 

ا ق )-2( >  ق )-1(. على الفترة]-3، 0[  مثلً -2 > -1 واأي�سً
ا  2( وفي الفترة ] 0، 1[ كلما زادت قيم �س نق�ست قيم ق)�س(، وفي هذه الحالة يكون ق متناق�سً

1 ( < ق )1(.
2 ا ق )  12  > 1 ، واأي�سً على الفترة ] 0، 1[   مثلً  

3( في الفترة ] 1، 3[ كلما زادت قيم �س بقيت قيم ق)�س( ثابتة، وفي هذه الحالة يكون ق ثابتًا 
32  ( = ق)2(. 32  < 2، ولكن ق )  على الفترة ] 1، 3[   مثلً   

زادت  كلما  ق  الاقتران  منحنى  �سلوك  �سف 
قيم �س في الفترة]-3،3[

 4- �س2      ،  -3 ≥ �س ≥1
ق)�س( =     3            ،   1 > �س ≥3

ال�سكل )10-3(

ومن التعريف لاحظ اأنَّ الاقتران ق يكون متزايدًا عندما ي�سعد منحناه اإلى الاأعلى كلما تحركت 
ا عندما يهبط منحناه اإلى اأ�سفل كلما تحركت �س اإلى اليمين. �س اإلى اليمين، ويكون متناق�سً
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نظرية

في  ق  لمنحنى  ا  مما�سًّا ر�سمت  اإذا   )11-3( ال�سكل  في 
اأنَّ المما�سَّ ي�سنع زاوية حادة )هـ1(  الفترة )-0،3( تجد 

مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.   
ومنه ظاهـ1 < 0، ماذا تتوقع اأن تكون اإ�سارة قَ)�س(؟

اأنََّّ  نجد   )3،0( الفترة  في  ق  لمنحنى  ا  مما�سًّا ر�سمت  واإذا 
الموجب  الاتجاه  مع  )هـ2(  منفرجة  زاوية  ي�سنع  المما�س 

لمحور ال�سنات.
ومنه ظاهـ2> 0، ماذا تتوقع اأن تكون اإ�سارة قَ)�س(؟ 

اإذا كان ق)�س( اقترانًا مت�سلً على الفترة ] اأ،ب[، وقابلً لل�ستقاق على الفترة ) اأ،ب( وكان:
1( قَ )�س( < 0، لجميع قيم �س  )اأ ، ب(، فاإنََّّ ق)�س( يكون متزايدًا على الفترة ] اأ ، ب[.
ا على الفترة ] اأ ، ب[. 2( قَ )�س( > 0، لجميع قيم �س  )اأ ، ب(، فاإنََّّ ق)�س( يكون متناق�سً

3( قَ )�س( = 0، لجميع قيم �س  )اأ ، ب(، فاإنََّّ ق)�س( يكون ثابتًا على الفترة ] اأ ، ب[.

يمكنك من خلل هذه النظرية تحديد فترات التزايد والتناق�س للقتران ق، وذلك باإيجاد الم�ستقة 
الاأولى للقتران ق ، ودرا�سة اإ�سارتها كما في الاأمثلة الاآتية:         

ال�سكل )11-3(

الجدول )1-3(

]2 ، 2-[ حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للقتران ق)�س( = �س3 - 3�س ، �س  
الحل 

ق اقتران مت�سل على الفترة]-2 ، 2[ وقابل لل�ستقاق على الفترة )- 2، 2( لاأنَّه على �سورة كثير حدود
قَ)�س( = 3�س2 - 3، قَ)�س( =0، عندما 3)�س -1()�س + 1( =0

1

∴ �س = -1، �س = 1
قَ)�س(،  اإ�سارة   )1-3( الجدول  يبين 

: وبتطبيق النظرية اأعله تجد اأنََّّ
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1
حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للقتران ق)�س( = 3�س2- �س2-3

1( قَ)�س( <0 على الفترة )-2 ، -1(، والفترة  )1 ، 2( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على 
الفترتين ]-2 ، -1[ ،  ]1 ، 2[.

ا على الفترة ]-1 ، 1[  2( قَ)�س( > 0 على الفترة )-1 ، 1( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�سً
 ،) والجدول )3-1( يو�سح اإ�سارة قَ)�س( وفترات تزايد الاقتران ق، ويعب عن التزايد بالرمز )

كما يو�سح الجدول فترات تناق�س الاقتران ق، ويعب عن التناق�س بالرمز )  (.
لاحظ اأنَّه لتحديد اإ�سارة الم�ستقة الاأولى على فترة معينة بين نقطتين حرجتين؛ تقوم باختبار اإ�سارة 
الم�ستقة الاأولى عند اأي قيمة داخل الفترة وما تح�سل عليه من اإ�سارة لهذه القيمة يمثل اإ�سارة الم�ستقة 

الاأولى على كل هذه الفترة.

] π2 ، 0[ حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للقتران ق)�س( = جتا�س، �س  
الحل                                                                                                              

                                                                        )π2 ، 0( وقابل لل�ستقاق على الفترة ] π2 ، 0[ ق اقتران مت�سل على الفترة
قَ)�س( = - جا�س 

                                             π = قَ)�س( =0،  عندما �س
والجدول )3-2( يبين اإ�سارة قَ)�س(، وبتطبيق

 اختبار الم�ستقة الاأولى في التزايد والتناق�س تكون:
قَ)�س( > 0، لكلٍّ �س   )π  ، 0( وعليه يكون 

] π  ، 0[ ا على الفترة ق)�س( اقترانًا متناق�سً
.) π 2 ، π (   0، لكلٍّ �س> )قَ)�س

.] π 2 ، π [وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترة

2

الجدول )2-3(

2
.] π 2 ، 0 [  حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للقتران ق)�س( = جا2�س، �س
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4

قَ)�س(< 0، لكلِّ �س  )-∞ ،0(، )4 ، ∞ ( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترتين 
                ) ∞ ، 4[ ،]0، ∞-(

ا على الفترة ]4،0[. قَ)�س(>0، لكلِّ �س  )4،0( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�سً

اإذا كان  ق)�س( = 
 �س2+6�س+4     ،   �س≥0

]�س+4[           ،  0 > �س>1
|3�س+1|          ،  1 ≥�س 

حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للقتران: ق)�س( =  3   �س3 - 6�س2 
الحل

ق مت�سل وقابل لل�ستقاق على ح.
�س2-4�س

3   )�س3- 6�س2(2 قَ )�س( = 

قَ)�س( =0عندما الب�سط =0،
ومنه �س2 - 4�س=0، اأي اأن �س = 0 ، �س = 4

قَ )�س( غير موجودة عند اأ�سفار المقام اأي عند �س=0، �س=6
والجدول )3-3( يبين اإ�سارة قَ)�س(، وبتطبيق اختبار الم�ستقة الاأولى في التزايد والتناق�س تكون:

3

الجدول )3-3(

3
حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للقتران: ق)�س( = 3  �س -1 ، �س   ح. 
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فحدد فترات التزايد وفترات التناق�س للقتران ق على مجاله.
الحل 

   

ق)�س( اقتران مت�سل على ح
 

قَ)�س( = 

لماذا؟  ق)�س( اقتران قابل لل�ستقاق على ح ما عدا عند �س =0، �س =1 
تكون قَ)�س( غير موجودة عندما �س =0، �س =1                                                         

قَ)�س( =0، عندما 2�س+6=0، اأي اأنَّ �س = -3

 2�س+6      ،   �س>0
     0           ،  0 > �س>1

     3           ،  1 >�س 

والجدول )3-4( يبين اإ�سارة قَ)�س(، وبتطبيق اختبار الم�ستقة الاأولى في التزايد والتناق�س تكون:           
ا على الفترة )-∞ ، -3[                          ) -∞ ، -3( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�سً قَ)�س( >0، لكلِّ �س  
قَ)�س( <0، لكلِّ �س  )-3 ، 0(، )1 ،  ∞( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترتين 

                  )∞ ، 1[ ، ]0 ، 3-[
قَ)�س( = 0، لكلِّ �س  )0 ، 1( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا ثابتًا على الفترة ]0 ، 1[

الجدول )4-3(

اأعد تعريف الاقتران  ق)�س( = 
 �س2+6�س+4     ،   �س≥0

       4                ،  0 > �س>1
3�س+1             ،  1 ≥�س 
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د فترات التزايد وفترات التناق�س لكلٍٍّّ من الاقترانات الاآتية: 1( حدِّ
، �س  ح. اأ   ( ق)�س( = 4�س- �س2   

]5 ، 5-[ ، �س  ب( ق)�س( = |�س9-2|    
] π 2 ، 0[ ، �س  جـ( ق)�س( = جتا2�س    

، �س  ح. د (  ق)�س( = )1- �س(3   

، �س  ح. هـ(  ق)�س( = )2- �س(4   
]5 ، 5-[ ، �س  و (  ق)�س( =   25 - �س2   

، �س  ح. ز (  ق)�س( = 3   )�س-4(2   
] π 2 ، 0[  1 جتا 2�س    ،   �س

2 ح ( ق)�س( = جتا �س - 
 

ط(

ي(

2( يمثل ال�سكل )3-12( منحنى اقتران
 الم�ستقة الاأولى للقتران ق،حدد فترات التزايد

وفترات التناق�س للقتران ق.

3( اإذا كان ق)�س( اقترانًا مت�سلً على الفترة ]اأ ، ب[ وقابلً لل�ستقاق على الفترة )اأ ، ب( وكان 
قَ)�س( < 0، لكلِّ �س   )اأ ، ب(، وكان هـ )�س( = ق)�س( + �س3، فاأثبت اأنَّ هـ )�س( متزايد 

على الفترة ]اأ ، ب[.

 3 -  �س2      ،  �س ≥ 1
 2               ،  �س < 1

�س ق)�س( =   

 4 - �س3    ،  �س > 1
 3            ،  �س ≤ 1

�س ق)�س( =   

ال�سكل )12-3(
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القيم الق�سوى
Extreme  Values ثالثًا 

.]4 ،3-[ حدد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وُجدت( للقتران ق)�س( = |1- �س2| ،�س 

ال�سكل )13-3( 2( ق)-3( هي اأكب قيمة للقتران ق)�س( في الفترة ]-3 ، 3[، 
      ومثل هذه القيمة ت�سمى قيمة عظمى مطلقة  للقتران ق.

-2         ، ومثل هذه القيمة 
3 -2         ( هي اأ�سغر قيمة للقتران ق)�س( في فترة مفتوحة حول العدد 

3 3( ق  )
ت�سمى قيمة �سغرى محلية  للقتران ق.

القيمة ت�سمى قيمة  ]-3 ، 3[، ومثل هذه  اأ�سغر قيمة للقتران ق)�س( في الفترة  4( ق)3( هي 
�سغرى مطلقة  للقتران ق.

يمثل  ـــذي  ال  )13-3( ال�سكل  ــل  ــاأم ت خـــلل  ــن  م
منحنىالاقتــران   ق)�س( = 4�س - �س3، �س  ]-3 ، 3[  ، 

: يمكنك التحقق من اأنَّ
 2         ( هي اأكب قيمة للقتران ق)�س( في فترة مفتوحة 

3 1( ق)
قيمة عظمى  ت�سمى  القيمة  2         ، ومثل هذه 

3 العدد  حول 
محلية  للقتران ق.

تعلّم 
العظمى  القيم  ت�سمى  كذلك  محلية،  ق�سوى  قيمًا  للقتران  المحلية  وال�سغرى  المحلية  العظمى  القيم  ت�سمى 

المطلقة وال�سغرى المطلقة للقتران قيمًا ق�سوى مطلقة.

معتمدًا ال�سكل ال�سابق )3-14(، ما العلقة بين النقط الحرجة للقتران ق وقيمه الق�سوى؟
فكر وناق�س
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نظرية

نظرية

نظرية )اختبار الم�ستقة الاأولى للقيم الق�سوى(
)اأ ، ب(  الفترة  ] اأ ، ب[، وقابلً لل�ستقاق على  الفترة  اقترانًا مت�سلً على  اإذا كان ق)�س( 

وكانت النقطة )جـ ، ق)جـ(( نقطة حرجة للقتران ق، حيث جـ   )اأ،ب( عندئذٍ:
: 1( اإذا كان قَ)�س( ≤ 0 لكلِّ �س > جـ وكان قَ)�س( ≥ 0 لكلِّ �س <  جـ ، فاإنََّّ

ق)جـ( تكون قيمة عظمى محلية للقتران ق.
: 2( اإذا كان قَ)�س( ≥  0 لكلِّ �س > جـ وكان قَ)�س( ≤ 0 لكلِّ �س <  جـ ، فاإنََّّ

ق)جـ( تكون قيمة �سغرى محلية للقتران ق.

فًا على الفترة ] اأ ، ب[ وكانت ق)جـ( قيمة ق�سوى للقتران ق اإذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
] اأ ، ب[، فاإنَّ قَ)جـ( غير موجودة اأو قَ )جـ(=0 حيث جـ 

: فًا على الفترة ] اأ ، ب[، وكان �س1  ] اأ ، ب[، فاإنَّ اإذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
وكان  �س1،  تحوي  )ف(  مفتوحة  فترة  وُجدت  اإذا  ق،  للقتران  محلية  عظمى  قيمة  ق)�س1(   )1

ق)�س1( ≤  ق)�س( لجميع قيم �س  ف.
وكان  �س1،  تحوي  )ف(  مفتوحة  فترة  وُجدت  اإذا  ق،  للقتران  محلية  �سغرى  قيمة  ق)�س1(   )2

ق)�س1( ≥ ق)�س( لجميع قيم �س  ف.
] اأ ، ب[. 3( ق)�س1( قيمة عظمى مطلقة للقتران ق،اإذا كان ق)�س1( ≤ ق)�س( لجميع قيم �س 
] اأ ، ب[. 4( ق)�س1( قيمة �سغرى مطلقة للقتران ق،اإذا كان ق)�س1( ≥ ق)�س( لجميع قيم �س 



191

والاأمثلة الاآتية تو�سح ذلك.

.]4، 2-[ جد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وجدت( للقتران ق)�س( = �س3 - 3�س2   + 1، �س 
1

الحل
لاحــظ اأنَّ الاقــتران ق كثــير حدود؛ فهو مت�ســل على الفــترة ]-2 ، 4[، وقابــل لل�ستقاق على 

الفترة)-2، 4( حيث
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س

قَ)�س( = 0 اإذن  3�س2 - 6�س =0
3�س)�س-2( =0، اأي عندما �س = 0 ،  �س =2 

)طرفَيْ فترة(. وتكون قَ)�س( غير موجودة. عندما يكون �س = -2،  �س =4 
يوجد  التي  �س  قيم  عند  الق�سوى  للقيم  الاأولى  الم�ستقة  اختبار  وبتطبيق   ،)5-3( الجدول  ومن 

عندها  نقط حرجة للقتران ق.     
تجد اأنَّ للقتران ق:

قيمة عظمى محلية عند �س =0 وهي ق)0( = 1
قيمة �سغرى محلية عند �س = 2 وهي ق)2( = -3

قيمة عظمى مطلقة عند �س =4 وهي ق)4( = 17 ) طرف فترة ولا تعتب قيمة عظمى محلية (
قيمة �سغرى مطلقة عند �س = -2 وهي ق)-2( = -19 )طرف فترة ولا تعتب قيمة �سغرى محلية(

1
حدد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وجدت( للقتران ق)�س( = 6�س2 - �س3 - 9�س + 2، 

.]5 ، 1-[ �س 

حدد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وجدت( للقتران ق)�س( =4�س- �س1+2

الجدول )5-3(

2
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الحل
ق)�س( كثير حدود مت�سل وقابل لل�ستقاق على ح.

يكون للقتران نقط حرجة عند قَ)�س( =0،    قَ)�س( = 4-2�س=0
ومنه �س= 2 

اإذن النقطة الحرجة هي )2 ، 5(

      جتا3�س، 
   1
3 جد القيم الق�سوى المحليه والمطلقة )اإن وُجدت( للقتران ق)�س( = جتا�س - 

]π2 ، 0[ �س 
الحل

) π 2،0( ق)�س( مت�سل على الفترة ]π2 ،0 [، وقابل لل�ستقاق لكلٍّ �س 
حيث قَ)�س( = -جا�س + جتا2�س جا�س

قَ)�س( = -جا3�س                                               )لماذا؟(
: جد النقط الحرجة للقتران وادر�س اإ�سارة الم�ستقة الاأولى حولها تجد اأنَّ

  π   =قَ)�س( =0 عندما - جا3�س=0، ومنه �س
π 2  ، 0 =قَ)�س( غير موجودة عند �س

  )         2 
3  ، π 2( ، )          2 

3  - ، π( ، )         2 
3 اإذن النقط الحرجة للقتران ق هي: )0 ،  

الجدول )6-3( ومن الجدول )3-6(، الذي يو�سح اإ�سارة قَ )�س( 
الق�سوى  للقيم  الاأولى  الم�ستقة  اختبار  وح�سب 
تجد اأنََّّ للقتران ق: قيمة عظمى محلية، ومطلقة 

عند �س= 2 وهي ق)2( = 5 .

2
حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

3
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ومن �لجدول )3-7( �لذي يو�شح �إ�شارة قَ)�س(
وبتطبيق �ختبار �لم�شتقة �لأولى للقيم �لق�شوى نجد �أنََّّ للاقتر�ن ق:

 π =قيمة �شغرى محلية ومطلقة عند �س
             2 

3  - = )π (هي ق
.         2 

3 وقيمة عظمى مطلقة عند �س = π 2 ، 0    هي 

3

معتمدً� �ل�شكل )3-14( �لذي يمثل منحنى �لم�شتقة �لأولى للاقتر�ن كثير �لحدود ق �لمعرف على 
�لفترة ]-3، 3[، جد كلاًّا مما ياأتي:

1( مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق.
2( مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.

3( قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية . 
الحل

1( للاقتر�ن ق  نقط حرجة عندما قَ)�س( =0 �أو غير موجودة 
)لماذ�؟( �أي عندما �س = -3، �س = -2، �س = 2، �س = 3  
وعليه فاإنَّ مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق هي }-3،-3،2،2{

 : 2( من جدول �لإ�شار�ت )3-8(، �لذي يو�شح �إ�شارة قَ)�س( نجد �أنَّ
ق �قتر�ن متناق�س في �لفترتين ]-3 ، 2[، ]2 ، 3[

ق �قتر�ن متز�يد في �لفترة ]-2 ، 2[ 

. ]π  ، 0[ جد �لقيم �لق�شوى �لمحلية )�إن وجدت( للاقتر�ن ق)�س( = �س +  2جا�س، �س

4

(¢S)¥
¢S

¢U

 1          2           3     3-             2-           1-

�ل�شكل )14-3(

�لجدول )8-3( 

3( يوجد للاقتر�ن ق قيمة �شغرى محلية عند �س = -2
      يوجد للاقتر�ن ق قيمة عظمى محلية عند �س = 2

�لجدول )7-3(
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1( جد �لقيم �لق�شوى �لمحلية و�لمطلقة )�إن وُجدت(، لكلٍّ من �لقتر�نات �لآتية:

]5 ، 0[  �أ  ( ق)�س( = �س2 - 6�س + 9          ، �س 

]4 ، 4-[ ب( ق)�س( = �س3   - 12�س          ، �س 

]4 ، 0[ جـ( ق)�س( = )2- �س(3                ، �س 

 د ( ق)�س( = 

]3  ، 1-[ هـ ( ق)�س( = |)�س -1(3|        ، �س 

]3 ، 0[ 1 �س3              ، �س 
3 1 �س4 - 

4  و ( ق)�س( = 

]1 ، 8-[ ز  ( ق)�س( =  3   �س2           ، �س 

]π2 ، 0[ ح ( ق)�س( = �س+ جا�س           ، �س 

]2 ، 2-[ ط ( ق)�س( = )1- �س(3                 ، �س 

]3 ، 3-[ ي ( ق)�س( = )1- �س(4           ، �س 

2( �إذ� كان للاقتر�ن ق)�س( قيمة عظمى محلية عند �لنقطة )2 ، 3(، بينِّن �أنَّ للاقتر�ن
هـ )�س( = )1- ق)�س((3 قيمة �شغرى محلية عند �لنقطة )2 ، -8(.

،  -2 ≥ �س > 3  �س2 +1           
،  3 ≥ �س ≥ 5 3�س +1  
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ف على ح. 4( يمثل �ل�شكل )3-16( منحنى �لم�شتقة �لأولى للاقتر�ن ق �لمعرَّ
�عتمد على ذلك في �إيجاد كلٍّ مما ياأتي:

 �أ  ( �لنقط �لحرجة للاقتر�ن ق.
ب( مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.

جـ( قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية.

3( معتمدً� �ل�شكل )3-15( �لذي يمثل منحنى �لم�شتقة
�لأولى للاقتر�ن ق �لمت�شل على �لفترة]-2،2[

جد كلاًّا مما ياأتي:
�أ  (  مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق.

ب( مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.
جـ( قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية.

�ل�شكل )16-3(

�ل�شكل )15-3(

¢U

¢S

2

1

1-

2-

1           2                      2-             1-

(¢S)¥
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التقعر
Concavity رابعًا 

]π 2 ، 0 [ ، فجد نقط �لنعطاف   1          جا2�س ،  �س 
2 �إذ� كان ق)�س( = 2جتا�س +  

لمنحنى �لقتر�ن ق.

تعلمت �شابقًا بع�س تطبيقات �لم�شتقة �لأولى، مثل: �إيجاد فتر�ت �لتز�يد و�لتناق�س لمنحنيات 
�لقتر�نات.

وفي هذ� �لدر�س �شتتعرف بع�س تطبيقات �لم�شتقة �لثانية للاقتر�ن مثل: معرفة نوع تقعر منحنى 
�لقتر�ن، وتعيين نقط �لنعطاف لمنحناه، بالإ�شافة �إلى تمييز �لقيم �لق�شوى للاقتر�ن، و�شيتم تو�شيح 

ذلك في ما ياأتي:

يبــين �ل�شــكل )3-17( منحنــى �لقتر�ن ق، 
ف على �لفــترة ] �أ ، ب[، �لقابــل للا�شتقاق  �لمعــرَّ
علــى �لفــترة   )�أ ، ب(، ويعنــي ذلــك �أنَّ لمنحنى ق 
ات على �لفــترة )�أ ، ب( عند  عــددً� كبيًر� مــن �لمما�شَّ

�لنقط )�س، ق)�س((، حيث �س  )�أ ، ب(. 

ولحظ �أنَّ جميع �لمما�شات �لمر�شومة عند �لنقط )�س ، ق)�س((، حيث �س  )جـ ، ب( تقع 
جميعها تحت منحنى �لقتر�ن ق. ويقال في هذه �لحالة �إنَّ منحنى �لقتر�ن ق)�س( مقعر للأعلى على  

�لفترة ]جـ ، ب[.

�ل�شكل )17-3(

    لحظ �أنَّ جميع �لمما�شات �لمر�شومة عند �لنقط )�س ، ق)�س((، حيث �س  )�أ،جـ( تقع جميعها 
فوق منحنى �لقتر�ن ق. ويقال في هذه �لحالة �إنَّ منحنى �لقتر�ن ق)�س( مقعر للأ�سفل على �لفترة 

] �أ ، جـ [.

ق)�س(
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فًا على �لفترة ]  �أ  ،   ب[، وقابلًا للا�شتقاق على �لفترة )�أ ،  ب( فيكون منحنى ق: ليكن ق �قتر�نًا معرَّ
1( مقعرً� للاأ�شفل على �لفترة ] �أ ، ب[ �إذ� وقعت جميع مما�شاته فوق منحنى �لقتر�ن ق

    في �لفترة ] �أ ، ب[.
2( مقعرً� للاأعلى على �لفترة ] �أ ، ب[ �إذ� وقعت جميع مما�شاته تحت منحنى �لقتر�ن ق

    في �لفترة ] �أ ، ب[.

وبالرجوع �إلى �شكل )3-17( لحظ �أنَّ منحنى �لقتر�ن ق مقعر للاأ�شفل على �لفترة ]�أ، جـ[، 
وتجد �أنَّه كلما ز�د �لإحد�ثي �ل�شيني لنقطة �لتما�س)�س، ق)�س(( نَقَ�سَ ميل �لمما�س لمنحنى ق عند 
هذه �لنقطة، �أي �أنَّ قَ)�س( �قتر�ن متناق�س على �لفترة )�أ ، جـ(، ومنه تكون �إ�شارة قَ)�س( �شالبة 

على )�أ ، جـ(، �أي �أنَّ قً)�س( > 0 ، لكلِّن �س  )�أ ، جـ(.
ز�د  كلما  و�أنَّه   ، ، ب[  ]جـ  �لفترة  على  للاأعلى  مقعر  �لقتر�ن ق  منحنى  �أنَّ  وبالمثل لحظ   
�أي  �لنقطة،  هذه  عند  لمنحنى ق  �لمما�س  ميل  ز�د  �لتما�س)�س، ق)�س((  لنقطة  �ل�شيني  �لإحد�ثي 
�أنَّ قَ)�س( �قتر�ن متز�يد على �لفترة )جـ ، ب(، ومنه تكون م�شتقة   قَ )�س( موجبة على �لفترة 

)جـ ، ب(، �أي �أن قً)�س( < 0، لكلِّن �س  )جـ ، ب(.
تذكر

ميل �لمما�س لمنحنى �لقتر�ن ق عند �س = �س1 ي�شاوي  قَ)�س1(.
قَ)�س1( = ظا هـ ، حيث هـ ز�وية ميل �لمما�س عند �س1 مع �لتجاه �لموجب لمحور �ل�شينات.

) اختبار التقعر ( 
�إذ� كان ق �قتر�نًا مت�شلًا على �لفترة ] �أ ، ب[، ، وكان كلٌّ من قَ)�س(، قً)�س(، معرّفين على 

�لفترة )�أ ، ب( فاإنّهَ :
1( يكون منحنى �لقتر�ن ق مقعرً� للاأ�شفل على �لفترة] �أ ، ب[، �إذ� كان قً)�س( > 0 ، لكلِّن 

�س  )�أ ، ب(
2( يكون منحنى �لقتر�ن ق مقعرً� للاأعلى على�لفترة] �أ ، ب[، �إذ� كان قً)�س( < 0 ، لكلِّن 

      �س  )�أ ، ب(

نظرية
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�إذ� كان ق)�س( = �س3 – 3�س2 + 3�س + 1 ، جد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق.
الحل

يمكنك تحديد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق ، من خلال �إ�شارة م�شتقته �لثانية.
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س + 3

قً)�س( = 6�س - 6
وتكون قً)�س( = 0، عندما 6�س - 6 = 0، �أي �أنَّ �س = 1 

 : ومن �لجدول )3-9 (، �لذي يو�شح �إ�شارة  قً وح�شب �ختبار �لتقعر تجد �أنَّ
منحنى �لقتر�ن مقعر للاأ�شفل  على �لفترة )-∞ ، 1[ لأنَّ  قً)�س( > 0، 

 لكل �س   )-∞ ، 1(.
ومقعر للاأعلى على �لفترة ]1 ،  ∞(  لأنَّ قً )�س( <0، 

لكلِّن �س   )1 ، ∞ (.

جد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق، 
حيث ق)�س( = �س4 – 6�س3 + 12�س2، �س  ]- 5 ، 5[.

�لجدول )9-3(

1

2

1

.]2 ، 2-[ ، �س 
         1

5  حدد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق)�س( = �س
الحل

         4-
5 1         �س

5 قَ)�س( = 
         1

-4          *     5   �س9
25  = 

         9-
5 -4          �س

25 قً)�س( = 
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من خلال �لمثالين )1(، )2(، �ل�شابقين ل بد �أنَّك لحظت �أنَّ منحنى ق يغيرِّن من �تجاه تقعره 
2( في   ،  1( �لنقطة  �أعلى حول  �إلى  �أ�شفل  من  تقعره  �تجاه  غيرَّ  فقد  مجاله؛  نقطة في  حول 
�لمثال)1(، كما �أنَّه غيرَّ �تجاه تقعره من �أعلى �إلى �أ�شفل حول �لنقطة )0 ، 0( في �لمثال )2(، 

وت�شمى كلٌّ من هذه �لنقط �لتي يغير �لقتر�ن ق �تجاه تقعره حولها نقطةَ انعطاف.

�س=0  حول  قً)�س(  �إ�شارة  خلال  من  لحظ 
مقعر  ق  منحنى  �أنَّ   )10-  3( �لجدول  في 
]-2 ، 0[ ، ومقعر للاأ�شفل على  للاأعلىعلى 

]2 ، 0 [

�لجدول )10-3(

تعـريف

�إذ� كان ق �قتر�نًا مت�شلًا على فترة مفتوحة تحوي �س1، وكان منحنى ق يغير �تجاه 
تقعره عند �س1 فاإنَّ �لنقطة )�س1، ق)�س1(( ت�شمى نقطة �نعطاف لمنحنى ق.

جد نقط �لنعطاف لمنحنى ق حيث:
ق )�س( = �س4 – 6�س2 + 1 ،                 �س  ح

الحل
�لقتر�ن ق كثير حدود؛ فهو مت�شل لكلِّن �س  ح

فتين لكلِّن �س  ح حيث: وتكون  قَ ، قً معرَّ
قَ)�س( = 4�س3 – 12�س
قً)�س( = 12�س2 – 12

وتكون  قً )�س( = 0 عندما 12�س2 – 12=0
ومنه 12)�س - 1()�س + 1( =0،  ومنه �س= -1،  �س = 1

2

3

      ، جد مجالت �لتقعر لمنحنى �لقتر�ن ق. 
   2
3 ليكن ق)�س(= �س
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3

4

في  قً  �إ�شارة   در��شة  خلال  ومن 
ق  �أنَّ  نلاحظ   )11-  3( �لجدول 
 ،1- �س=  عند  تقعره  �تجاه  يغير 

 : وعند �س = 1، لذلك فاإنَّ

�إذ� كان ق)�س( = 6�س3 – �س4، فجد نقط �لنعطاف لمنحنى �لقتر�ن ق )�إن وُجدت(.

جد قيم �س �لتي يكون لمنحنى �لقتر�ن ق عندها نقط �نعطاف، حيث:
 ]π 2 ، 0[  1 جا2�س،  �س

2 ق)�س(= 2جا�س+ 
الحل

ليجاد نقط �لنعطاف جد قً لتحديد فتر�ت �لتقعر لأعلى و لأ�شفل.
قَ )�س( = 2جتا�س + جتا2�س   
قً )�س( = -2جا�س -2جا2�س

وتكون قً )�س( = 0 
�إذن  -2جا�س -2جا2�س = 0 
-2جا�س -4جا�س جتا�س = 0
-2جا�س) 1 + 2جتا�س( =0  

�إما -2جا�س =0    �أو  1 + 2جتا�س=0

               π4
3  ،           π2

3 ومنه، �س=π 2 ، π ،0 ) ترف�س �لقيم π2 ،0    لماذ� ؟(   ،  �أو  �س= 
ومن خلال در��شة �إ�شارة قً )�س( في �لجدول )3 - 12( لحظ �أنَّ منحنىق يغير �تجاه تقعره عند 

π4         ، لذلك فاإنَّ للاقتر�ن ق ثلاث نقط �نعطاف عند 
3 π2          ،    �س = π ، �س =  

3 �س = 

          π4
3 π2          ،  �س = π ، �س =  

3 �س =  

�لجدول )11-3(

�لجدول )12-3(

)-1، -4(، )1، -4( نقطتا �نعطاف.
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4
حُلَّ �لم�شاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

�ختبار �لم�شتقة �لثانية للقيم �لق�شوى �لمحلية:
فتان عند �س1 )�أ، ب( عندئذٍ: على فر�س �أنَّ �لم�شتقة �لأولى قَ)�س(، و�لم�شتقة �لثانيةقً)�س(، للاقتر�ن ق)�س( معرَّ
1( �إذ� كان قَ)�س1( =0، و قً)�س1( < 0، فاإنَّ للاقتر�ن ق قيمة �شغرى محلية عند �س1 هي ق)�س1(
2( �إذ� كان قَ)�س1( =0، و قً)�س1( > 0، فاإنَّ للاقتر�ن ق قيمة عظمى محلية عند �س1 هي  قَ)�س1(
�لق�شوى  �لقيم  فنبحث عن  يف�شل،  فاإنَّ �لختبار   ، قً)�س1( =0  قَ)�س1( =0، و  �إذ� كان   )3

�لمحلية با�شتخد�م �ختبار �لم�شتقة �لأولى.

بالإ�شافة �إلى �لتطبيقات �ل�شابقة تُ�شتخدم �إ�شارة �لم�شتقة �لثانية للاقتر�ن ق في تمييز �لقيم �لق�شوى 
�لمحلية للاقتر�ن، و�لنظرية �لآتية تو�شح ذلك.

�إذ� كان ق)�س( = �س3 – 3�س2 + 2 فَجد نقط �لقيم �لق�شوى �لمحلية للاقتر�ن ق  با�شتخد�م �ختبار 
�لم�شتقة �لثانية.

5

5
ليكن ق)�س( = �س3 – 12�س + 3، جد نقط �لقيم �لق�شوى �لمحلية للاقتر�ن ق با�شتخد�م �ختبار 

�لم�شتقة �لثانية.

الحل
قَ)�س( = 3�س2 – 6�س

وتكون  قَ)�س(  = 0 �إذ� كان 3�س2 – 6�س =0 �أي �أنَّ 3�س)�س -2( =0    ومنه، �س=0، �س=2
�إذن للاقتر�ن ق نقطتان حرجتان هما: )0 ، 2(، )2 ، -2(
: قً)�س( = 6�س -6، وح�شب �ختبار �لم�شتقة �لثانية نجد �أنَّ

قً )0( = -6 > 0 ، �إذن للاقتر�ن ق قيمة عظمى محلية عند �س =0 هي ق)0( = 2
قً )2( = 6 < 0 �إذن للاقتر�ن ق قيمة �شغرى محلية عند �س = 2 هي ق)2( = -2
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1( حدد فتر�ت �لتقعر �إلى �لأعلى و�لتقعر �إلى �لأ�شفل لكلٍّ من منحنيات �لقتر�نات �لآتية:
4

 �أ  ( ق)�س(= �س +  �س  

ب( ق)�س(=    16 - �س2                                 ، �س  ]-4،4[

جـ(ق)�س( = 

2) �س -1
د ( هـ )�س( = ) �س  

] π ، 0[ هـ( ق)�س( = جتا�س - جا �س+1  ، �س  

2( حدد نقط �لنعطاف )�إن وجدت( لكلٍّ من منحنيات �لقتر�نات �لآتية:

، �س  ح  �أ  ( ق)�س( = �س3- 6�س2+9�س+2   

، �س  ح     
         1

3  - �س
         2

3 ب( ق)�س( = �س

، �س  ح      
         3

5 جـ( ق)�س( = �س

 ]         π
2   ،           π

2 ، �س  ]-   د ( ق)�س( = �س- ظا �س    
3( جد �لقيم �لعظمى و�لقيم �ل�شغرى �لمحلية لكلٍّ من �لقتر�نات �لآتية، با�شتخد�م �ختبار �لم�شتقة 

�لثانية، �إن �أمكن ذلك:
]π 2 ،0[  أ  ( ق)�س( = جا�س – جتا�س                                  ، �س�  

ب( ق)�س( = �س4                                                                                        ، �س  ح
جـ( ق)�س( = 4 | �س - 2| -  | �س + 1| + �س        ، �س  ح

128                                    ، �س ≠ 0
 د ( ق)�س( = �س2 +  �س  

 

 �س2-1                                 ،     �س > 2
5- �س                                  ،     �س ≤ 2
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4( عينِّن قاعدة �لقتر�ن ق)�س( = �أ�س3 + ب �س2 + جـ �س + د ، ) �أ ≠0، ب، جـ، د �أعد�د حقيقية( 
�لذي يمر منحناه بالنقطة )1، 5(، ومعادلة �لمما�س لمنحناه عند نقطة �لنعطاف )2، 1(، هي : 

�س + 3�س – 7 =0    

 فاأجب عما ياأتي:
         1

3 �س≠ 0، هـ)�س( = �س 1
5( �إذ� كان ق)�س( =   �س  

  �أ ( قارن مجالت �لتقعر لكلٍّ من �لقتر�نين ق، هـ.
ب( جد �لنقط �لتي يكون عندها كلٌّ من �لقتر�نين ق، هـ غير مت�شل.

جـ( جد نقط �لنعطاف لكلٍّ من �لقتر�نين ق، هـ �إن وُجدت.

على ح.  �لمعرّف  للاقتر�ن ق)�س(  قً)�س(  ومنحنى  قَ)�س(،  منحنى  �ل�شكل )18-3(  يمثل   )6
�عتمد على ذلك في �لإجابة عن �لأ�شئلة �لآتية:
 �أ   ( عينِّن مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.

 ب( عينِّن قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية با�شتخد�م:
)1( �ختبار �لم�شتقة �لأولى.
)2( �ختبار �لم�شتقة �لثانية.

جـ ( عينِّن مجالت �لتقعر للاقتر�ن ق.
 د  ( عينِّن نقط �لنعطاف للاقتر�ن ق.

�ل�شكل )18-3(
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تطبيقات القيم الق�صوى
Applications of Extreme Values                 خامسًا

�ل�شكل )19-3(

�إذ�  �إعلان عليها،  �ل�شكل م�شاحتها 128�شم2، ير�د طباعة  �شفيحة من �لورق م�شتطيلة 
1 �شم، 

2 كان عر�س كلٍّ من �لهام�شين في ر�أ�س �لورقة و�أ�شفلها 1�شم، وفي كلٍّ من �لجانبين 
فجد بُعدَيْ �لورقة بحيث تكون �لم�شاحة �لمطبوعة �أكبر ما يمكن.

تو�جهك كثير من �لق�شايا )�لم�شائل( �لحياتية في �لعلوم و�لهند�شة و�لقت�شاد وغيرها، تحتاج �إلى 
معرفة �أكبر قيمة �أو�أ�شغر قيمة لكمية متغيرة، ولحل هذه �لم�شائل تلجاأ �إلى تحويلها من �شور لفظية �إلى 
معادلت و�قتر�نات؛ من �أجل �إيجاد �لقيم �لق�شوى لها. وفي ما ياأتي نقدم بع�س �لم�شائل في تلك �لمو��شيع 
بو�شفها �أمثلة محلولة تو�شح كيفية �لتعامل معها ريا�شيًّاا، ومن ثمَ تجد لها �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة.

قطعة �أر�سٍ م�شتطيلة �ل�شكل، محيطها 800 متر. جد بُعدَي قطعة �لأر�س لتكون م�شاحتها �أكبر 
ما يمكن.

الحل
نفر�س �أنَّ �س، �س بُعد� قطعة �لأر�س، وم�شاحتها م، كما في 

�ل�شكل )19-3(.
�لمعطيات: محيط قطعة �لأر�س = 800 متر.                                                                       

�لمطلوب: �إيجاد قيمتي �س، �س لتكون م �أكبر ما يمكن.
�كتب �لمعادلة �لتي تربط بين �لمتغير�ت؛ بحيث ت�شبح �لكمية �لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى، 

�قتر�نًا لمتغير م�شتقل و�حد.                                                                                                        
م = �س �س ...... )1( 

قطعة  محيط  �أنَّ  وهي  �لم�شاألة،  معطيات  ف  وظِّن �س،  �أو  �س  و�حد  متغير  بدللة  �لعلاقة  ولجعل 
 : �لأر�س=800م �أي �أنَّ

2�س + 2�س=800 ، ومنها �س =400 -  �س ...... )2(

1
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                                                                                   : وبالتعوي�س في )1( تجد �أنَّ
  م)�س( = �س )400 - �س( حيث   0≥ �س ≥ 400            لماذ�؟

وبذلك ت�شبح )م( بال�شورة �لآتية:
م)�س( = 400�س -  �س2 ..... )3( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد )�س(، وقابل للا�شتقاق.                          

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن م)�س( ن�شتق �لمعادلة )3( ونتحقق من ذلك كما ياأتي:
مَ )�س( =   400 -  2�س.

مَ )�س( =0 �أي �أنَّ  400 - 2�س=0، ومنه �س = 200                                                   
 ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة عظمى عند �س=200 تجد مً )�س( عند  �س = 200

مً )�س( = -2  ، ومنه    مً )200( = -2  
�إذن للاقتر�ن قيمة عظمى محلية عند )�س =200(                 لماذ�؟                                                    
 �أي تكون م�شاحة قطعة �لأر�س �أكبر ما يمكن عندما �س =200 متر                                          

  وبالتعوي�س عن قيمة �س في �لمعادلة )2( تجد �أنَّ        
�س =400 - 200 = 200 متر.

لحل الم�سائل العملية على القيم الق�سوى؛ يمكنك اتباع الخطوات الآتية:
1( �قر�أ �لم�شاألة وحدد �لمتغير�ت، و�ر�شم �شكلًا تو�شيحيًّاا للم�شاألة.

2( حــدد �لمتغــير �لمطلوب �إيجاد قيمتــه �لق�شوى، و�كتب �لمعادلة )�لعلاقــة( �لتي تربط هذ� 
�لمتغير  بالمتغير�ت �لأخرى.

3( �كتب �لمتغير �لمطلوب �إيجاد قيمته �لق�شوى كاقتر�ن في متغير و�حد.
4( حدد مجال �لقتر�ن �لناتج �إن �أمكن.

5( ��شتخدم ما تعلمته في �لدرو�س �ل�شابقة في �إيجاد �لقيم �لق�شوى )�ختبار �لم�شتقة �لثانية، 
�ختبار �لم�شتقة �لأولى(.

  مجموع عدد مع مثلي عدد �آخر ي�شاوي 40، جد �لعددين بحيث يكون حا�شل �ضربهما �أكبر ما 
يمكن م�شتخدمًا تطبيقات �لتفا�شل.

1
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الحل 
 �فر�س �أنَّ �س طول قاعدته،و�س �رتفاعه، و�أنَّ ح  حجمه.

 كما في �ل�شكل )20-3(.
�لمعطيات:

مجموع �أطو�ل �أحرف متو�زي �لم�شتطيلات )00 6�شم(
�لمطلوب:

�إيجاد �أبعاد متو�زي �لم�شتطيلات �س، �س ليكون حجمه )ح( �أكبر ما يمكن.
�لق�شوى  قيمتها  �إيجاد  �لمطلوب  �لكمية  ت�شبح  بحيث  �لمتغير�ت؛  بين  تربط  �لتي  �لمعادلة  �كتب 

�قتر�نًا لمتغير و�حد كالآتي:
ح = �س2�س ..... )1(                                                                                           

ولإيجاد �أحد �لمتغيرين �س �أو �س بدللة �لآخر، ��شتخدم معطيات �لم�شاألة وهي �أنَّ مجموع �أطو�ل 
: �أحرفه ي�شاوي )600�شم(، �أي �أنَّ

4�س + 8�س = 600 ومنها �س = 150-2�س ..... )2(
: وبالتعوي�س في )1( تجد �أنَّ

) لماذ�؟( ح)�س( = �س2)150-2�س( حيث   0≥ �س ≥ 75    
           = 150�س2-2�س3 ..... )3( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد 

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ح)�س( ��شتقَّ �لمعادلة )3(، وتحقق من ذلك كما ياأتي:
حَ)�س( = 300�س -6�س2

)تهمل( وتكون حَ)�س( =0 عندما 300�س-6�س2 =0، �أي عندما �س =50، �س= 0  
ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة عظمى عند )�س=50( جد حً)�س( عند �س=50  

حً)�س( = 300- 12�س، ومنه حً)50( = -300
وبما �أنَّ  حً)50( > 0 �إذن للاقتر�ن ح قيمة عظمى محلية عند �س =50، وبالتعوي�س في �لمعادلة )2( 

�ل�شكل )20-3(

2
متو�زي م�شتطيلات قاعدته مربعة �ل�شكل، ومجموع �أطو�ل �أحرفه ي�شاوي 600�شم، جد �أبعاد 

متو�زي �لم�شتطيلات �لتي تجعل حجمه �أكبر ما يمكن.
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2
حُلَّ �لم�شاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

3

تجد �أنَّ �س=50، �أي �أنَّ حجم متو�زي �لم�شتطيلات يكون �أكبر ما يمكن عندما تكون �س=50 �شم، 
�س =50�شم.

�لجدول )13-3(

جد �لنقطة �لو�قعة في �لربع �لأول على منحنى ق)�س( =    �س4-2
�لتي تكون �أقرب ما يمكن �إلى �لنقطة )0،6(

الحل 
�فر�س �لنقطة )�س،�س( تقع على منحنى ق و�أنَّ ف �لبُعد 

بين �لنقطة )�س،�س( و�لنقطة )0،6(.�نظر �ل�شكل )21-3(.
�لمعطيات: 

ق)�س(=     �س2-4 ، �إحد�ثيا �لنقطة )0،6(.
�لمطلوب: �إيجاد �إحد�ثيي �لنقطة )�س،�س( لتكون �لم�شافة ف �أقل ما يمكن.

�كتب �لمعادلة �لتي تربط بين �لمتغير�ت؛ بحيث ت�شبح �لم�شافة ف �لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى 
�قتر�نًا لمتغير و�حد، كالآتي:

ف =   )�س-6(2+ )�س-0(2  ، �س =   �س2- 4 
 ف =   )�س-6(2 +  �س2    =    2�س2 - 12�س + 32      .........)1( 

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ف؛ ��شتق �لمعادلة )1( وتحقق من ذلك كما ياأتي:
4�س - 12            ، فَ = 0   

2 *     2�س2 - 12�س + 32 فَ = 

 ومنه: 4�س - 12= 0  ومنه �س = 3

: وبدر��شة �إ�شارة ف في �لجدول )3-13(  تجد �أنَّ
للاقتر�ن ف قيمة �شغرى محلية عند �س=3، ،بالتعوي�س تجد �أنَّ   �س=    5

�أي �أنَّ �لم�شافة ف تكون �أقل ما يمكن عندما تكون �لنقطة )�س،�س( هي )3،    5   (

�ل�شكل )21-3(
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ظاهـ2 -  ظاهـ1         
1 +  ظاهـ2   ظاهـ1          ظا هـ = ظا)هـ2- هـ1( = 

ومنه 20
، ظا هـ2=  �س   5

ظا هـ1=   �س  

:  وبا�شتقاق �لطرفين تجد �أنَّ
15�س            

 �س100+2            
 =             

15
  �س  

                        
 �س100+2 

   �س2 
  =           

5
 -   �س  

20
  �س  

          
5

 *   �س  

20
1+  �س  

ظا هـ =  

1500- 15�س2         
)�س2 + 100(2          15�س2 +1500-30�س2         = 

)�س100+2(2          )�س2 +100()15( - 15�س*2�س           = 
)�س2 +100(2          قا2هـ * هـَ = 

3
يقع �لم�شتطيل �أ ب جـ د في �لمنطقة �لمح�شورة بين منحنى ق)�س(=�س2 - 4�س + 4 و�لم�شتقيم 
�س= 4 بحيث يقع ر�أ�شاه �أ، ب على منحنى ق، ور�أ�شاه �لآخر�ن جـ، د على �لم�شتقيم �س= 4، 

جد بُعدَيْ �لم�شتطيل �أ ب جـ د لتكون م�شاحته �أكبر ما يمكن.

4
�أ )20،0(، ب )5،0( نقطتان ثابتتان، جـ نقطة تتحرك على محور �ل�شينات �لموجب، جد �أكبر 

قيا�س ممكن للز�وية �أ جـ ب.

الحل
�فر�س �أنَّ )هـ( قيا�س �لز�وية �أ جـ ب، )هـ1( قيا�س �لز�وية ب جـ م، )هـ2(  قيا�س �لز�وية �أ جـ م، طول 

جـ م  =  �س كما في �ل�شكل )22-3(.

�ل�شكل )22-3(

تتحرك  نقطة  جـ   ،)5،0( )20،0(، ب  �أ  �لمعطيات: 
على محور �ل�شينات.

�لمطلوب: �إيجاد �أكبر قيا�س ممكن للز�وية �أ جـ ب.
�كتب �لمعادلة �لتي تربط �لمتغير�ت بحيث ت�شبح �لكمية 

�لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى، �قتر�نًا لمتغير و�حد.
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4
نحتاج �إلى ق�س  لوح خ�شبي، على �شكل مثلث متطابق �ل�شلعين، طول كلٍّ منهما 8�شم، �إذ� 
ما  �أكبر  �لمثلث  م�شاحة  �لتي تجعل  هـ  �لز�وية  قيا�س  متغيرة، فجد  هـ  �لمثلث  ر�أ�س  ز�وية  كانت 

يمكن.

هـَ  =0 عندما 1500-15�س2 = 0 ومنه �س =10 
: وبدر��شة �إ�شارة هـَ  في �لجدول )3-14( تجد �أنَّ

�أي �أنَّ �أكبر قيا�س ممكن للز�وية )هـ( عندما �س=10 وحد�ت 
3

  4  =   150
ومنه: ظاهـ =  200  

�إذن  هـ = °36.87 

�لجدول )14-3(

�ل�شكل )23-3(

5
جد اأكبر حجم لمو�ضور رباعي قائم قاعدته مربعة ال�ضكل، يمكن و�ضعه داخل مخروط دائري قائم، 

طول ن�ضف قطر قاعدة المخروط )6(�شم و�رتفاعه )9(�شم.
الحل

المعطيات: طول ن�ضف قطر قاعدة المخروط )6(�شم، و�رتفاعه )9(�شم.
المطلوب: اإيجاد اأكبر حجم لمو�ضور رباعي قائم، قاعدته مربعه ال�ضكل،  يمكن و�ضعه داخل مخروط 

د�ئري قائم طول ن�شف قطره 6�شم و�رتفاعه 9�شم.
�فر�س �أنَّ طول قطر قاعدة �لمو�شور )2نق(، و�رتفاعه 

)ع( وطول �شلع قاعدته )�س(.
�لمتغير�ت بحيث ت�شبح  �لتي تربط بين  �لمعادلة   �كتب 
لمتغير  �قتر�نًا  �لق�شوى  قيمتها  �إيجاد  �لمطلوب  �لكمية 

و�حد.  �نظر �ل�شكل )23-3(.
ح= �س2ع .....)1(

ولإيجاد �أحد �لمتغيرين �س، ع بدللة �لآخر ��شتخدم نظرية فيثاغور�س، وت�شابه �لمثلثات من خلال
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: معطيات �لم�شاألة: �أي �أنَّ
 : )2نق(2= �س2 + �س2 ومنه 4نق2  = 2�س2 �أي �أنَّ

2نق2 =  �س2 .....)2(

6 ومنه 3نق= 18-  2ع
نق   =   9  

ومن �لت�شابة تجد   9-ع  

1 )18-3نق( .....)3(
ع =   2  

وبتعوي�س كلٍّ من )2( و)3( في �لمعادلة )1( تجد �أنَّ
ح)نق( = 18نق2 - 3نق3 .....)4( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد.

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ح، ��شتق �لمعادلة )4( وتحقق من ذلك كما ياأتي:
حَ)نق( = 36نق - 9نق2

وتكون حَ )نق( = 0، عندما 36نق - 9نق2 = 0 �أي عندما نق = 4 ، نق = 0  )تهمل(
ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة عظمى محلية جد حً)نق(

حً )نق( = 36 - 18نق 
ومنه حً )4( = 36 - 72 =  -36 >0

�إذن للاقتر�ن قيمة عظمى محلية عند نق = 4.              لماذ�؟
�أي �أنَّ �أكبر حجم للمو�شور عندما  تكون نق = 4

ومنه يكون حجم مو�شور ح)4( = 18 × 16 - 3 × 64 = 96�شم3.

5
جد حجم اأكبر مخروط دائري قائم يمكن و�ضعه داخل مخروط دائري قائم، طول ن�ضف قطر قاعدته 
6�شم، و�رتفاعه 12�ضم، بحيث يقع راأ�س المخروط الداخلي على مركز قاعدة المخروط الخارجي.
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6
يقف رجل عند �لنقطة �أ �لتي تبعد 6كم عن �لنقطة ب، يريد 
ي�شير  �إذ� كان   ، بالنقطة د  �لنقطة جـ ، مرورً�  �إلى  �أن ي�شل 
ب�ضرعة 3كم/�شاعة عند �لنتقال من �لنقطة �أ �إلى �لنقطة د، 
�إلى  د  �لنقطة  من  �لنتقال  عند  6كم/�شاعة  ب�ضرعة  وي�شير 
د موقع �لنقطة د بحيث ي�شل في �أق�ضر وقت  �لنقطة جـ ، فحدِّن
ممكن، علمًا باأنَّ �لبُعد بين �لنقطة ب و�لنقطة جـ )15( كم.

�نظر �ل�شكل )24-3(.
الحل

�لمعطيات:    �أ ب  = 6كم،   ب جـ  = 15كم                                                              
�ضرعة �لرجل عند �لنتقال من  �أ �إلى د = 3كم/�شاعة

�ضرعة �لرجل عند �لنتقال من  د �إلى جـ = 6كم/�شاعة
بالنقطة )د(   �لنقطة )جـ( مرورً�  �إلى  �لنقطة )د( �لذي يجعل �لرجل ي�شل  �لمطلوب: تعيين موقع 

باأق�ضر وقت.
�كتب �لمعادلة �لتي تربط بين �لمتغير�ت بحيث ت�شبح �لكمية �لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى �قتر�نًا 

لمتغير و�حد.
�لم�شافة 

�ل�ضرعة �لزمن = 

 15 -  �س              ............. )1(
ف +  6  

ن  =  3  
معطيات  خلال  من  فيثاغور�س  نظرية  ��شتخدم  �لآخر  بدللة  ف  �أو  �س  �لمتغيرين  �أحد  ولإيجاد 

: �لم�شاألة؛ �أي �أنَّ
)2( ............. ف2 = �س2  + 36 ،  ومنه  ف =    �س2 + 36 

: وبالتعوي�س في �لمعادلة )1( نجد �أنَّ

 15 -  �س             ............. )3( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد
   �س2 + 36  +   6  

3 ن)�س( = 

�ل�شكل )24-3(
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6
يقع حقل نفط في �لبحر عند �لنقطة �أ �لتي تبعد 2كم عن �أقرب نقطة ب على �ل�شاحل، و�أردنا 
�أن ن�شخَّ �لبترول من �لحقل �إلى �لم�شفاة �لتي تقع عند �لنقطة جـ على �ل�شاحل، وتبعد 6كم 
من ب وذلك بو��شطة �أنابيب في �لبحر على خط م�شتقيم حتى �لنقطة د على �ل�شاحل، ثم 
بو��شطة �أنابيب على �لياب�شة على خط م�شتقيم من د �إلى جـ ، على فر�س �أنَّ �لأنابيب في �لبحر 
وفي �لياب�شة في م�شتوى و�حد، �إذ� كانت تكلفة �لأنابيب تحت �شطح �لبحر 500000 دينار 

لكلِّن كيلومتر وعلى �لياب�شة 300000 دينار لكل كيلومتر، فاأجب عما ياأتي:
1( �أين يجب �أن تكون  د  لتحقق �أقل تكلفة ممكنة؟
2( �أين يجب �أن تكون د  لتحقق �أكبر تكلفة ممكنة؟

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ن ��شتق �لمعادلة )3( وتحقق من ذلك كما ياأتي:

2�س -    �س2+ 36 
2   �س2+ 36   * 1

3  = ) 1
2 2 �س  -  

1 ) 2     �س2+ 36
3 نَ)�س( = 

وتكون نَ )�س(= 0 عندما 2 �س=    �س2 + 36  ومنه 3�س2=36  �أي عندما �س=   2   3
: ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة �شغرى محلية ندر�س �إ�شارة ن في �لجدول )3-15( تجد �أنَّ

 للاقتر�ن قيمة �شغرى محلية عند �س =   2   3

�أي �أنَّ �لنقطة د تبعد عن ب بمقد�ر  2   3   كم

�لجدول )15-3(

�ل�شكل )25-3(
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[ �لذي يجعل ناتج جمع �لعدد ومقلوبه �أكبر ما يمكن. 3
2  ، 1

1( جد �لعدد �لذي ينتمي للفترة] 2  

2( وعاء �أ�شطو�ني �ل�شكل مفتوح من �لأعلى، حجمه π 1000 �شم3، جد �أقل م�شاحة ممكنة من 
�ل�شفيح لت�شنيعه.

3( جد �إحد�ثيي �لنقطة �أ)�س،�س( �لو�قعة على منحنى �لعلاقة �س= �س2 �لتي بُعدها عن �لنقطة 
ب)18 ، 0( �أقل ما يمكن.

4( جد معادلة �لم�شتقيم �لمارّ بالنقطة )4،3( وي�شنع مع �لمحورين �لإحد�ثيين �لموجبين مثلثًا
م�شاحته �أقل ما يمكن.

قطرها  طول  د�ئرة  ن�شف   )26-3( �ل�شكل  يمثل   )5
�لد�ئرة من  �لحركة على  �لنقطة جـ  بد�أت  �أب)5�شم(، 
�لنقطة ب باتجاه عقارب �ل�شاعة لتر�شم مع �لقطر مثلثًا 
�لمثلث  م�شاحة  تجعل  �لتي  جـ  ب  �أ  �لز�وية  قيا�س  جد 

�أكبرما يمكن.
بحيث  قطرها 4�شم  ن�شف  د�ئرة طول  د�خل  ر�شمه  لم�شتطيل يمكن  م�شاحة ممكنة  �أكبر  6( جد 

تنطبق قاعدته على قطر �لد�ئرة ور�أ�شاه �لآخر�ن على �لد�ئرة.
7( قطاع د�ئري قيا�س ز�ويته �لمركزية هـ بالتقدير �لد�ئري ، وطول ن�شف قطر د�ئرته 4 وحد�ت، 
لَ اإلى مخروط دائري قائم، طول ن�ضف قطر قاعدته  نق، وارتفاعه ع. جد قيمة هـ التي  حُوِّ

تجعل للمخروط الناتج اأكبر حجم ممكن.
8( م�شنع للاأجهزة �لكهربائية ينتج �س جهازً� �شنويًّاا يبيع كل جهاز ب�شعر )200- 0.01 �س( 
�لم�شنع  ينتج  جهازً�  فَكم  دينار،  )50�س+20(  �لأجهزة  هذه  �إنتاج  تكلفة  كان  فاإذ�  دينار، 

لتحقيق �أكبر ربح ممكن �شنويًّاا ؟

�ل�شكل )26-3(
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9( معتمدً� �ل�شكل )3-27( �لذي يمثل �ل�شكل �لرباعي 
م ب جـ د ، �لذي فيه �ل�شلع م ب ثابت وطوله 2�شم 
متحول،  و�شعه  �أنَّ  �إل  1�شم،  طوله  ثابت  د  م  وفيه 
يمكنه �أن يدور في م�شتوى حول �لنقطة م، �أما �لز�وية   
دجـ ب فهي قائمة ، و�ل�شلعان جـ د ، جـ ب متطابقان 
دومًا. جد قيا�س �لز�وية)هـ( �لتي تجعل م�شاحة �ل�شكل 

�لرباعي عندها �أكبر ما يمكن.

ر�شمه  يمكن  منحرف  ل�شبه  ممكنة  م�شاحة  �أكبر  10( جد 
تحت محور �ل�شينات بحيث تكون �إحدى قاعدتيه على 
محور �ل�شينات ور�أ�شاه  �لآخر�ن على منحنى �لقتر�ن 

ق)�س( = �س2  - 4 ، �نظر �ل�شكل )28-3(.

�ل�شكل )28-3(

�ل�شكل )27-3(
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]π،0[، جد  ن – جا2 ن، ن 
  2 نقطة �لأ�شل بالأمتار بَعد ن ثانية معطى بالعلاقة   ف)ن(= 

ت�شارع �لُج�شيم في �للحظة �لتي تنعدم فيها �ضرعته.
3( �إذ� كان ق)�س( =   3   �س3 - 27�س   ، �س  ح، فجد كلاًّا مما ياأتي:

 �أ  ( قيم �س �لتي يكون عندها للاقتر�ن ق نقط حرجة.
ب( فتر�ت �لتز�يد وفتر�ت �لتناق�س للاقتر�ن ق.

جـ ( قيم �س �لتي يكون عندها للاقتر�ن قيم ق�شوى مبينًا نوعها.
4( عينِّن قاعدة �لقتر�ن ق)�س( = �أ �س3 + ب �س2 + جـ �س + د ، حيث:

�أ ، ب ، جـ ، د �أعد�د حقيقية ثابتة، ويمر منحنى �لقتر�ن ق بالنقطة )5،0( ومعادلة �لمما�س لمنحناه 
عند �لنقطة )1،ق)1(( هي: 9�س + �س-9 =0، ولمنحناه نقطة �نعطاف عند �س = 2.

5( يمثل �ل�شكل )3-30( منحنى �لم�شتقة �لأولى لكثير �لحدود ق)�س( جد:
�أ   ( �لنقط �لحرجة للاقتر�ن ق.

ب( فتر�ت �لتز�يد وفتر�ت �لتناق�س للاقتر�ن ق.
جـ ( قيم �س �لتي يكون عندها للاقتر�ن قيم ق�شوى محلية.

�ل�شكل )30-3(

�ل�شكل )29-3(

1( معتمــدً� �ل�شكل )3-29(، �لذي فيه �لمثلث �أ م ب 
�لــــذي  �شـــــلعــه  �أ ب  يـم�س  منحنــى �لقــتر�ن 

جـ عند  )1، ق)1((  ،  جد قيمة
�س+1 ق)�س( =  

      �لثابت  جـ  �لتي تجعل م�شــاحة �لـمثلث تــ�شاوي
وحدة مربعة. 9

4       
2( يتحرك جُ�شيم على خط م�شتقيم بحيث �إنَّ بُعده عن 

د  ( فتر�ت �لتقعر لمنحنى ق.
هـ ( قيم �س �لتي يكون عندها للاقتر�ن نقطة �نعطاف. 
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 6( �إذ� كان �لقتر�ن ق)�س( مت�شل على ] -1 ، 4 [ ، 

       وكان ق)�س( =   

ومُثِّنلَ منحنى �لم�شتقة �لأولى للاقتر�ن ق كما في 
�ل�شكل )3-31(، فجد كلاًّا مما يلي:

�أ   ( مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق.
ب( فتر�ت �لتز�يد، وفتر�ت �لتناق�س للاقتر�ن ق.

جـ( قيم �س �لتي يكون عندها للاقتر�ن ق قيم ق�شوى محلية.
 د ( قيم كلٍّ من �لثو�بت �أ، ب، جـ ، د، هـ ، علمًا باأنَّ ق)-1(=2 ، ق)4(=8

7( يمثل �ل�شكل )3-32( مثلث �أ ب جـ قائم �لز�وية في ب 
فيه �أ ب= 6�شم، ب جـ= 8�شم، وبد�خله م�شتطيل  يقع 
ر�أ�شان من روؤو�شه على وتر �لمثلث و�لر�أ�شان �لآخر�ن 
يقع كلٌّ منهما على �شلعي �لقائمة. جد �أبعاد �لم�شتطيل 

�لتي تجعل م�شاحته �أكبر ما يمكن.
 8( يتكون هذ� �ل�شوؤ�ل من )11( فقرة من نوع �لختيار 

�ل�شكل )31-3(

�ل�شكل )32-3(

من متعدد، يلي كل فقرة )4( بد�ئل، و�حد منها فقط �شحيح، �شع د�ئرة حول رمز �لبديل 
�ل�شحيح :-

)1( تتحرك نقطة على خط م�شتقيم بحيث �إنَّ �لم�شافة )ف( بالأمتار �لتي تقطعها في زمن قدره 
)ن( ثانية هي: ف)ن( =6ن2 -  ن3 + 13، �لم�شافة ف عندما ي�شبح �لت�شارع �شفرً� هي:

�أ   ( 14م                                               ب( 18 م
جـ( 29 م                                              د  ( 34 م

)2( معدل تغير حجم كرة بالن�شبة �إلى طول ن�شف قطرها عندما يكون طول ن�شف قطرها 
5�شم ي�شاوي:

�أ   ( 100�شم3/�شم                               ب(π 4 �شم3/�شم
جـ( π 20 �شم3/�شم                             د  ( π100�شم3/�شم

�س + هـ    ،  -1 ≥ �س > 1  جـ �س2 + 
 �أ �س + ب                  ،      1 ≥ �س ≥4
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ن�شف  وطول  16�شم،  ارتفاعه  اأ�ضفل،  اإلى  راأ�ضه  قائم  دائري  مخروط  �ضكل  على  وعاء   )3(
بَّ �لماء فيه بمعدل π 2�شم3/ث، فاإنَّ معدل تغير �رتفاع �لماء فيه في  قطر قاعدته 4�شم، �شُ

�للحظة �لتي يكون �رتفاع �لماء 8�شم ي�شاوي:
1 �شم/ث                            ب(2 �شم/ث

  2 �أ  ( 
1 �شم/ث

  π2 1 �شم/ث                          د   (  
  8 جـ(  

)4( �إذ� كان ق)�س( = 12�س + 6)م – 2( �س2 فاإنَّ قيم  م  �لتي تجعل منحنى �لقتر�ن ق مقعرً�  للاأ�شفل :
�أ  ( ) -2 ، 2(                               ب( ) - ∞ ، -2(

جـ( )2 ، ∞ ( _                             د   ( ) - ∞ ، 2[
π  فاإنَّ ميل 

  4 �إذ� كان  لمنحنى �لقتر�ن ق)�س( = جا 4�س نقطة �نعطاف عند �س =    )5(
�لمما�س عندها ي�شاوي:

 �أ  ( -4                                          ب( 4
جـ( -2                                           د ( -1

�س2 - 2�س + 1 فاإنَّ منحنى �لقتر�ن ق متناق�س على �لفترة:
�س2 )6( �إذ� كان ق)�س( = 

 �أ  ( )- ∞ ، 0(                               ب( )1، ∞(
جـ( ] 0 ، 1[      د  ( ) 0 ، 1[

)7( �ل�شكل )3-33( يمثل منحنى قً )�س( للاقتر�ن ق �لمعرف علىح، 
       �إذ� كان للاقتر�ن ق نقطة حرجة عند )1، ق)1((، فاإنَّ ق)1( هي قيمة:

 �أ  ( عظمى محلية
ب( عظمى مطلقة
جـ( �شغرى مطلقة

 د ( �شغرى محلية
]-1 ، 1[ ، فاإنَّ �إحد�ثيَّي �لنقطة �لحرجة  للاقتر�ن ق  )8( �إذ� كان ق)�س(=   3   �س2 : �س 

هي :
�أ   ( )-1،1(                                  ب( )1،1(
جـ( )0،0(                                      د ( )1،0(

�ل�شكل )33-3(
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�ل�شكل )34-3(

∗ �ل�شوؤ�ل من �أ�شئلة �لختبار�ت �لدولية.

)9( يُر�د �شنع علبة مفتوحة من �لأعلى من قطعة كرتون م�شتطيلة �ل�شكل �أبعادها 16�شم،30�شم 
ثم طيّ   ، منها )�س( وحدة  �لأربع طول كلٍّ  مت�شاوية من زو�ياها  بق�س مربعات  وذلك 

�لجو�نب للاأعلى، ما قيمة �س �لتي تجعل حجم �لعلبة  �أكبر ما يمكن؟
10 �شم

  3
�أ  (12�شم                                      ب(  

جـ( 10 �شم                                   د  ( 8�شم
]π، 0[ فاإنَّ قيمة �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها  )10( �إذ� كان ق)�س(= جتا�س - جا�س:�س 

قيمة �شغرى مطلقة هي:
π

  4
 �أ  ( 0                                        ب(   

 π3
  4

π                                      د  (   
  2 جـ(  

)11( �أي �لمنحنيات في �ل�شكل )3-34( يمثل ر�شم �لقتر�ن ق �لذي فيه قَ )0( <0، 
           قَ )1( > 0 ، قً)�س( �شالبة د�ئمًا:

∗

ب(�أ  (

د( جـ(



219

الف�صل 

الدرا�صي 

الثاني
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هذ�  ويدخل   ، و�لتكامل  �لتفا�شل  علم  مو�شوعين في  �أهم  �لمحدود  �لتكامل  و  �لم�شتقة  تعد 
�لعلم في �لعديد من �لتطبيقات في �لهند�شة و�لعلوم �لمختلفة حيث تعالج �لم�شتقة �إيجاد ميل �لمما�س 
يعالج  بينما  �لمو�شوع وتعرفت تطبيقاته،  �شبق لك در��شة هذ�  �ل�ضرعة و�لت�شارع، وقد  وتعريف 
�لعادية ،  بالقو�نين  �إيجاد م�شاحات مناطق محدودة بمنحنيات ي�شعب ح�شابها  �لتكامل �لمحدود 
الريا�ضيات والعلوم الأخرى. وهناك ارتباط وثيق بين  التكامل المتعددة في  اأحد تطبيقات  وهذا 

�لم�شتقة و�لتكامل �شتتعرفه في هذه �لوحدة.  
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ف مفهوم معكو�س �لم�شتقة لقتر�ن ما ، و�إيجاده. تَعرُّ
��شتخد�م رمز �لتكامل للتعبير عن عك�س �لم�شتقة.

�إيجاد �لتكامل غير �لمحدود لقتر�نات كثير�ت حدود ، ومثلثية ، و�أ�شية ، ون�شبية .
ف مفهوم �لتكامل �لمحدود ، و�إيجاد قيمته. تَعرُّ

ف قو�عد �لتكامل. تَعرُّ
توظيف قو�عد �لتكامل في �إيجاد تكاملات معطاة.

�إيجاد م�شتقة �قتر�ن �للوغاريتم �لطبيعي وتكامله.
�إيجاد م�شتقة �لقتر�ن �لأ�شي �لطبيعي وتكامله.

��شتخد�م عدة طرق لإجر�ء �لتكامل مثل �لتعوي�س، و�لأجز�ء، و�لك�شور �لجزئية.
��شتخد�م �لتكامل لإيجاد قيمة �لم�شاحة �لمح�شورة بين ثلاثة منحنيات على �لأكثر.

حَلِّن معادلت تفا�شلية.
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الفصل الأول

معكو�س الم�صتقة
Antiderivative   أولًا

التكامل
 Integration

 تتعرف معكو�س �لم�شتقة للاقتر�ن �لمت�شل.
 ت�شتخدم رمز �لتكامل للتعبير عن عك�س �لم�شتقة.

 تتعرف قو�عد �لتكامل غير �لمحدود، وتح�شبه لقتر�نات كثير�ت �لحدود ، و�قتر�نات مثلثية  و�أ�شية ون�شبية.
 تتعرف �لتكامل �لمحدود على �لفترة ] �أ ، ب [، وخ�شائ�شه، وتح�شبه لقتر�نات معطاة.

 تجد م�شتقة �قتر�ن �للوغاريتم �لطبيعي.
 تجد م�شتقة �لقتر�ن �لأ�شي �لطبيعي وتكامله.

  �إذ� كان ق)�س( = 3�س2، فجد �لقتر�ن �لذي م�شتقته ق)�س(.

�شتجد �أنَّ هناك عددً� لنهائيًّاا من �لقتر�نات �لتي م�شتقتها 3�س2 مثل : 
1 ، �س3+   3    ... �إلخ 

  2
�س3 ، �س3+1 ، �س3– 

�ل�شورة م )�س( = �س3 + جـ ، حيث جـ عدد ثابت، ي�شمى  ويمكن كتابة هذه �لقتر�نات على 
�لقتر�ن م)�س( معكو�سًا لم�ستقة �لقتر�ن ق. 

حيث مَ )�س( = ق)�س( 

�إذ� كان ق �قتر�نًا مت�شلًا على �لفترة ] �أ ، ب [ فاإنَّ م)�س( ي�شمى معكو�شًا لم�شتقة �لقتر�ن 
ق)�س( �إذ� كان  مَ )�س( = ق)�س( لكل �س  ) �أ ، ب (. 
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بيّن �أنَّ �لقتر�ن م )�س( = �س5 + 4�س2 + 2 هومعكو�س لم�شتقة �لقتر�ن 
ق)�س( = 5�س4 + 8�س

الحل
ق)�س( �قتر�ن مت�شل على ح لأنَّه كثير حدود. 

مَ )�س( = 5�س4 + 8�س = ق)�س(
∴ م )�س( معكو�س لم�شتقة �لقتر�ن ق)�س(

جد معكو�شًا لم�شتقة كلٍّ من �لقتر�نات �لمعطاة في �لجدول، ثم �أكمل �لجدول: 

قارن �إجابتك مع �إجابات زملائك . ماذ� ت�شتنتج؟ 

لبد �أنَّك لحظت �أنَّ �لفرق بيْن �أيِّن معكو�شين لم�شتقة �قتر�ن معين ي�شاوي ثابتًا.

1

1
1 ، هومعكو�س لم�شتقة �لقتر�ن

  3
 بيّن �أنّ �لقتر�ن م )�س( = �س4– جا�س – 

ق)�س( =  4�س3 – جتا�س

�لفرقمعكو�س �لم�شتقة�لقتر�ن

ق)�س( = 2�س
م1 - م2 )�س( = ...........م1)�س( = ...........
م2 - م3 )�س( = ...........م2)�س( = ...........
م1 - م3 )�س( = ...........م3)�س( = ...........

ل)�س( = 3�س2
م1 - م2 )�س( = ...........م1)�س( = ...........
م2 - م3 )�س( = ...........م2)�س( = ...........
م1 - م3 )�س( = ...........م3)�س( = ...........

هـ)�س( = قا2�س
م1 - م2 )�س( = ...........م1)�س( = ...........
م2 - م3)�س( = ...........م2)�س( = ...........
م1 - م3 )�س( = ...........م3)�س( = ...........

   ن�شاط
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2

�إذ� كان �لقتر�نان م)�س( ، هـ )�س( معكو�شين لم�شتقة �لقتر�ن �لمت�شل ق)�س(، 
وكان ل)�س( = م)�س( - هـ)�س( ، فجـد  لَ)4( .

الحل
�لقتر�نان م ، هـ معكو�شان لم�شتقة �لقتر�ن ق 

�إذن م)�س( - هـ)�س( = جـ ) ثابت ( ، ومنه  ل)�س( = جـ
∴ لَ)�س( = �شفرً� ، لَ)4( = �شفرً�

حُلّ مثال )2( بطريقة �أخرى .

�إذ� كان �لقتر�نان م)�س( ، ل)�س( معكو�شين لم�شتقة �لقتر�ن �لمت�شل ق)�س( ، وكان
ل)�س( = 3م)�س( - 5هـ)�س(، فجد لَ)�س( بدللة ق)�س(. 

جد معكو�شًا لم�شتقة كلٍّ من �لقتر�نات �لآتية:
1( ق)�س( = جـا�س                     2( ق)�س( = قا�س ظا�س                 3( ق)�س( = 9�س8

الحل 
1( م)�س( = – جتا�س + جـ          2( م)�س( = قا�س + جـ                  3( م)�س( = �س9 +جـ

ي�شمى �أيُّ معكو�س للم�شتقة: بالتكامل غيرالمحدود للاقتر�ن ق، وهذ� يقودنا �إلى �لتعريف �لآتي: 

2

3

�أي  لقاعدة  �لعامة  �ل�شورة  فاإنَّ  ب[   ، �أ   [ �لفترة  على  ق  �لقتر�ن  لم�شتقة  معكو�شًا  م  كان  �إذ� 
: معكو�سٍ لم�شتقة �لقتر�ن ق هي : م)�س( + جـ ، حيث جـ ثابت وذلك؛ لأنَّ

      ) م)�س( + جـ( = مَ )�س( = ق)�س( 
�س  

وي�شمى �أي معكو�س للم�شتقة: بالتكامل غير�لمحدود للاقتر�ن ق)�س( بالن�شبة �إلى �س ويرمز له 
�س  على �لنحو �لآتي :  ق)�س( 

ويُقر�أ: تكامل ق)�س( د�ل �س ويعني تكامل �لقتر�ن ق بالن�شبة �إلى �لمتغير �س .
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4

5

 جد كلاًّا مما ياأتي:
�س                                        قتا2�س  �س                   2(   1(  5�س4 

الحل
�س = �س5 + جـ                               لماذ�؟ 5�س4    )1

�س = - ظتـا�س +  جـ                     لماذ�؟  قتا2�س    )2

تعرّفت �أنَّ �ل�شورة �لعامة لقاعدة �أي معكو�س لم�شتقة �لقتر�ن ق)�س( 
هي م)�س( + جـ  ، حيث  مَ )�س( = ق)�س(

�س = م)�س( + جـ  ........... )1( ق)�س(   
�س = م)�س( + جـ وعليه فاإنَّ    مَ )�س( 

وبا�شتقاق �لطرفين في )1( ينتج �أنَّ 
�س = ) م)�س( + جـ( َ  =  مَ )�س( ق)�س(        

�س  
وبما �أنَّ مَ )�س( = ق)�س( 

�س = ق)�س(  ق)�س(       
�س �إذن 

�س = �س2- جتا�س + 2 ، فجد ق)�س( ، قَ)�س(  ق)�س(  �إذ� كان  
الحل  

�س = �س2 - جتا�س  + 2 ق)�س( 
ق)�س( = 2�س + جـا�س                       ��شتقاق �لطرفين  

قَ)�س( = 2 + جتا�س                       ��شتقاق �لطرفين                
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3

 �إذ� كان ق �قتر�نًا مت�شلًا على ح ، 
�س  = �س3 + ب �س2 + 9 ، ق)1( = 7 ، فجد قيمة �لثابت ب .  وكان   )ق)�س( + 2 ( 

الحل
�س = �س3 + ب �س2 + 9   )ق)�س( + 2 ( 

ق)�س( + 2 = 3�س2 + 2ب �س                                           ��شتقاق �لطرفين
ق)1( + 2 = 3 )1(2 + 2 ب )1(                                     �لتعوي�س بقيمة �س= 1

       7 + 2 = 3 + 2ب 
               9 = 3 + 2ب  

2ب = 6   ،  ومنه   ب = 3 

�س = 1 + �س3 ، فجد ق )�س(     π 3
  2

�إذ� كان ق �قتر�نًا مت�شلًا على مجاله ، وكان    ق)�س( جـا  

4

6

( = �شفرً�،  π
  4

�س  = جـا2�س – �أجتا�س + 1، قَ)   قَ)�س(  �إذ� كان  
فجد قيمة �لثابت �أ. 
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 �س   هو معكو�س لم�شتقة �لقتر�ن  
1   ( بيّن �أنَّ �لقتر�ن م)�س( = �س+1

  ق)�س( = )�س+1(-2 ، �س≠ -1 
2   ( بيّن �أنَّ �لقتر�ن م)�س( = جـا2�س هو معكو�س لم�شتقة �لقتر�ن  ق)�س( = جـا2�س.

3   ( �إذ� كان م)�س( = �س3 +  5�س2 – 3�س + جـ ، معكو�شًا لم�شتقة �لقتر�ن ق، فجد ق) -2 (.
4   ( �إذ� كان م)�س( = 2�س4 +   �س2 + 3  معكو�شًا لم�شتقة �لقتر�ن ق ، فجد ق)1(.

5   ( �إذ� كان ق)�س( = 3�س2 فجد  م  معكو�شًا لم�شتقة �لقتر�ن ق؛ علمًا باأنَّ م)2( = 5
6   ( �إذ� كان �لقتر�نان  م1)�س(، م2)�س( معكو�شين لم�شتقة �لقتر�ن ق وكان 

   م1)�س( = 3�س2 – 2�س + 5  ،    م2)2( =4 فجد قاعدة م2)�س( .

�س  |        
�س �س ، فجد   7   ( �إذ� كان �س =   5   3�س2-4�س+12 

�س = �س3 – �س2 + 2�س + 1 ، فجد قَ)– 3(. ق)�س(   8   ( �إذ� كان   

 2=) π
  2

π ( – قَ)  
  2

�س = جا�س – جتا�س + 3. فاأثبت �أنَّ ق)  ق)�س(  9   ( �إذ� كان   

10( جد معكو�شًا لم�شتقة كلٍّ من �لقتر�نات �لآتية: 
  1-

�س2 �أ   ( ق)�س( =   
ب( ق)�س( = قا�س جتا�س

 1
جـ( ق)�س( =  2   �س

د  ( ق)�س( = 5 + 5 ظـا2�س

.) π
  4

11( �إذ� كان م)�س( معكو�شًا لم�شتقة �لقتر�ن ق  حيث ق)�س(= ظتا�س + 1، فجد مً )
 

�س= –2
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1

قاعدة)1(

قاعدة)2(

التكامل غير المحدود
Indefinite Integral   ثانيًا

�لم�شتقة لإيجاده ، وفي هذ�  لبع�س �لقتر�نات و�عتمدت على  �لتكامل  �إيجاد  �شابقًا  تعلمت 
�لدر�س �شتتعرف بع�س قو�عد �لتكامل غير �لمحدود.

جد كلاًّا مما ياأتي : 
ع      π    )2                                   س�  5 -    )1

الحل        
�س = -5�س + جـ   5 -     )1

ع =  π ع + جـ   π    )2

�س = �أ �س + جـ ، حيث �أ ثابت ، جـ ثابت �لتكامل .         �أ  

 + جـ ، ن  ≠ -1     
�سن+1
ن +1 �س =       �سن   

جد كلاًّا مما ياأتي :
ل        1-

4 �س                                             2(        )1

�س  
�س2 - �س

جد      �س  - 1   

1

5
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2

جد كلاًّا مما ياأتي : 
�س         1

�س4 �س                     3(    �س               2(   5  �س   �س6   )1
الحل 

 + جـ
�س7 

7   + جـ =  
�س1+6 
�س      =  6 + 1 1(   �س6  

�س                                                     لماذ�؟ �س   =  �س15    2(    5  �س  

5  5   �س6  + جـ
6  +جـ =   

    6
5 �س

  +1  + جـ =   
�س15

1+  
15

 =                            

�س          �س-4   �س   =     
 1

�س4   )3

  + جـ                       لماذ�؟
 1-

3�س3  + جـ = 
�س-3 
3-    + جـ =    

�س-1+4 
1 + 4-   =

 

خ�شائ�س �لتكامل غير �لمحدود:

�س   �س  =  �أ   ق)�س(   1(  �أ ق)�س( 

�س  �س +  ل)�س(   ق) �س(   �س  =  2(  )ق)�س( + ل)�س(( 

�س  �س –  ل)�س(  ق) �س(  �س =  3(   ) ق)�س( – ل)�س(( 
ويمكن تعميم خا�شيتي �لجمع و�لطرح لأكثر من �قتر�نين. 

2
جد كلاًّا مما ياأتي : 

�س                    
 1

�س                                 2 (      7   �س2  10    )1

تعميم

 6
5
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�س ؟    برّر �إجابتك. �س  *      �س   �س =   �س    هل     �س    �س 

3
 جد كلاًّا مما ياأتي : 

�س                        �س –  5  
3  �س

�س                  3(     �س2 + 2�س – 15 
�س-3 �س         2(   )3�س3 + 5�س – 4(   )1

الحل 
�س     1(   )3�س3 + 5�س – 4( 

�س                     تطبيق خ�شائ�س �لتكامل �س -   4  5�س   �س  +   =  3�س3  

 - 4�س + جـ
5�س2 

2 + 
3�س4 

4  =

�س         )�س+5( )�س-3( 
�س-3 �س =   �س2 + 2�س – 15 

�س-3   )2

 + 5�س + جـ 
�س2 

2 �س =  = )�س+5(  

�س        )  1-
3 2   –5�س

3 �س =   )�س    1-
3 �س  =   ) �س – 5 (�س  �س – 5  

3  �س
   )3

    3   �س2  + جـ
 15

   3  �س5  -   2
 3
2   + جـ =   5

3   �س
 3
2   * 5-   5

3 �س
 3
5 =    

4

�س       
 �س3 – 4�س2

جد     �س  -2
الحل 

�س                             �إخر�ج �س2 عاملًا م�شتركًا   �س2)�س – 4(  
�س =      �س  - 2  

 �س3 – 4�س2
     �س  - 2

�س                                                        تحليل �لب�شط فرقًا بين مربعين  �س2)  �س -2()  �س + 2(    
�س -2   =

   �س3 +جـ
 2
     �س7  +   3

 2
   �س3+ جـ  =   7

 2
3  +   7

2    �س
 2
�س =   7 5  +2�س2(  

2 =  )�س

فكر وناق�ش
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قاعدة )3(

3
جد كلاًّا مما ياأتي: 

�س                      
 )2– �س(3

�س    �س �س                                 2(      �س2 – 9�س  
1(     �س  -3

�أكمل �لجدول �لآتي : 

ماذ� تلاحظ؟

+ جـ ، ن ≠ - 1، �أ ≠ �شفرً�
 )�أ�س + ب( ن+1

�أ )ن + 1( �س =    )�أ�س + ب(ن  

َ  )�س( = ق)�س(معكو�س �لم�شتقة م)�س( �سم   ق)�س( 

2+  
 )�س – 2(3 

3   + جـق)�س( = )�س – 2(2 م)�س( =  
 )�س – 2(3 

3 �س=     )�س - 2(2 

4-   
 )2�س+ 3(6 

12 �س= .............ق)�س( = )2�س + 3(5م)�س( =      )2�س + 3(5 

  + جـق)�س( = )5�س +4(7م)�س( = .............
 )5�س+4(8 

5*.... �س=     )5�س+7(7 

    + جـق)�س( = )3 –2�س(4م)�س( = .............
 )3–2�س(5 

....*.... �س=      )3-2�س(4 

5
جد كلاًّا مما ياأتي :

�س       �س                                2(  3  4�س + 2   ) 6 – 5�س (8   )1
الحل

 + جـ
 )6 - 5�س(9

45-  + جـ = 
 )6-5�س( 1+8

�س=  )1+8(* )-5( ) 6 – 5�س (8   )1

ن�شاط)1(

فكر وناق�ش
 حُلَّ مثال )4( بطريقة �أخرى.
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قاعدة)4(

�أكمل �لجدول �لآتي : 

�سقَ )�س(ق)�س(   قَ )�س( 
�س = جا�س + جـجتا�سجا�س    جتا�س  
�س = جتا�س + جـ- جا�سجتا�س    -جا�س  
....................................................................................................ظا�س

....................................................................................................ظتا�س

......................... ..........................................................................قا�س

......................... ...........................................................................قتا�س

4

�س   4) �س3 �س                                 2(  �س4)5 -     3
)7�س + 5(4    )1
جد كلاًّا مما ياأتي: 

�س = - جتا�س + جـ جا�س    )1
�س = جا�س + جـ جتا�س    )2
�س = ظا�س + جـ قا2 �س    )3

�س = - ظتا�س + جـ قتا2 �س    )4
�س = قا�س + جـ قا�س  ظا�س   )5

�س = - قتا�س + جـ قتا�س  ظتا�س   )6

 +جـ 
 4
3  )4�س + 2(

 43 * 4
�س =    1

3 �س   = )4�س+2( 2(  3 4�س +2  

=  16 3    3    )4�س + 2(4  + جـ

ن�شاط )2(
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قاعدة)5(

-1   جتا�س )�أ�س + ب( + جـ
�أ �س =  1(  جا)�أ�س + ب(  

�أ1  جا�س )�أ�س + ب( + جـ �س =  2(  جتا)�أ�س + ب(  

�أ1  ظا�س )�أ�س + ب( + جـ �س = 3(  قا2)�أ�س + ب(  

-1  ظتا�س )�أ�س + ب( + جـ
�أ �س=  4(  قتا2)�أ�س + ب(  

قا�س )�أ�س + ب( + جـ  1
�أ �س =  5(  قا�س)�أ�س + ب(  ظا�س )�أ�س + ب(  

-1   قتا�س )�أ�س + ب( + جـ
�أ �س=  6(  قتا�س )�أ�س + ب( ظتا )�أ�س + ب( 

ح، �أ  ≠  �شفرً�         حيث �أ، ب 

6
جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س )جا�س – 4جتا�س + 5 قتا2�س(    )1
�س )جا2�س + جتا3�س(   )2

�س )قا3�س ظا3�س + قا2 5�س(    )3
الحل  

�س   )جا�س – 4جتا�س + 5 قتا2�س (   )1
�س   5 قتا2�س  �س+  4جتا�س  �س–   جا�س   =

= – جتا�س – 4جا�س – 5 ظتا�س + جـ 

�س جتا3�س   �س +   جا2�س   �س=   )جا2�س + جتا3�س(   )2
جا3�س + جـ                        لماذ�؟  13 -1  جتا2�س + 

2  =

�س   �س +   قا2 5�س  �س =    قا3�س ظا3�س  )قا3�س ظا3�س + قا2 5�س(   )3
15  ظا5�س + جـ                          لماذ�؟ 3 1   قا3�س +     =  
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5
جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س  ) 1
)جتا2 6�س( )جتا4�س ظا4�س +   �س           2(  1(  )قتا4�س ظتا4�س + قتا2 3�س( 

جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س     1
1 + جتا�س �س                                        2(    1(  جا2�س  

الحل  
�س                لماذ�؟ 2 1  )1-جتا2�س(   �س =     1(  جا2�س  

2 1   جا2�س( + جـ  2 1  )�س-    =

�س                            ��ضرب كلاًّا من �لب�شط و�لمقام في مر�فق �لمقام )1 – جتا�س(    1
1 + جتا�س   )2

�س       1- جتا�س  
1- جتا2�س �س =     1- جتا�س  

1- جتا�س   *   1
=    1 + جتا�س

�س             جا2�س+ جتا2�س=1  جتا�س   
جا2�س �س -         1

�س =      جا2�س 1- جتا�س   
جا2�س     =

�س                          لماذ�؟ �س -  قتا�س ظتا�س  =  قتا2�س 
= – ظتا�س + قتا�س + جـ                                                                    

جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:
�س �س                                  2(   جا5�س جتا3�س  1(  ظا2�س 

7

8

 حُلَّ مثال )7( فرع )2(  بطريقة �أخرى.
فكر وناق�ش
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�س              لماذ�؟ 2 1  )جا)5�س - 3�س(+ جا)5�س + 3�س((  �س =   2(   جا5�س جتا3�س 

-1   جتا8�س( + جـ    
 8 -1   جتا2�س +   

 2   (   1 2 �س =   2 1   )جا2�س + جا8�س(    =  

-1    جتا2�س -   16 1   جتا8�س + جـ   
 4    =  

6
جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س     3
�س                            2(   1 - جتا2�س 1(  )قا�س + ظا�س (2 

�س   �س                               4(  )جتا�س - جا�س (2  جتا2�س  
3(   جا2�س جتا2�س

الحل
�س                                                              1+ظا2�س=قا2�س �س =  )قا2�س - 1(  1(  ظا2�س 

= ظا �س - �س + جـ
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1( جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س �س            ب(  ) 5 + 3�س (4    -  5  �س2      (    
3

�س5 �أ   (  ) �س6+ 

�س �س                             د  (  ) 4�س2 + 20�س + 25 (5    �س3 – 8  
جـ(   �س-2

�س �س                           و (  ) 1- �س () �س-1 (5     )�س+3(2 – 9 
�س  هـ( 

�س   �س  –    �س  
�س                    ح(   �س - 1     1

�س2  - 5
�س3 ز (  �س 3  

�س  5�س  
  7�س + 3  +   2�س + 3

�س              ي(     )  5
3   �س ط(  3   �س )  3   �س  + 

�إنَّ قَ)�س(=3 �س2 – 2 ، وكانت �لنقطة  �إذ� كان ق كثير حدود من �لدرجة �لثالثة؛ بحيث   )2
)1،0( تقع على منحناه. فجد قاعدة �لقتر�ن ق.

6 ، ومنحنى �لقتر�ن ق يمر بالنقطة )4 ، 0( ، وميل �لمما�س عند هذه 
�س  3( �إذ� كان قً)�س(= 

�لنقطة ي�شاوي )1(، فجد قاعدة ق)�س(. 

�س  =  �س3 + ب �س2  + 1 ، وكان قَ)1( = 5، ق)2( = 7،  4(  �إذ� كان  )قَ)�س(  + 2�س ( 
فجد ق)-2(.

5( �إذ� كان قً)�س( = -4جتا2�س ، وكان للاقتر�ن ق)�س( قيمة �شغرى محلية قيمتها )-2( عند 
،  فجد قاعدة �لقتر�ن ق . π

  2
�س=  
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�س  جا�س+جتا2 �س 
1- جا2 �س �س                         د  (   جـ(  )ظتا�س - قتا�س (2 

�س  1-جا2�س  
جا�س-جتا�س �س                  و (    1-حا2�س    

�س 
2  * جتا2  

�س 
2 جا2 

هـ(  

�س      
�س                                  ح(   جا2 �س-جا4 �س  جتا3 �س 

ز  (   جتا �س

�س  جا6�س جا4�س  �س                  ي(  ط (  قا�س)ظا �س + جتا �س( 

�س  جتا3  �س-5 
1-جا2 �س �س                                         ل(   ك (  جتا2 �س 

�س �س                           ن(  )جتا4�س-جا4 �س(  م  (  جتا3 �س جتا7�س 

�س  جا �س    
1-جا �س �س                                     ع (     1 

قا�س-1 �س(  

6( جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س  جا 2 �س + جتا2 �س  
1 + جتا2 �س �س                   ب(     ) 3

5  -   جتا2�س
�أ   (   ) جا2�س
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معتمد�ً �ل�شكل )4-2( �لذي يمثل منحنى �لقتر�ن ق)�س(=2�س، �أجب عن كل مّما ياأتي :
1( �ح�شب م�شاحة �لمثلث �أب جـ.

�س 2( جد قاعدة �لقتر�ن ل حيث ل)�س( =   2�س  
3( �ح�شب قيمة ل)2( – ل)0( 

ماذ� تلاحظ؟

التكامل المحدود
The Definite Integral   ثالثًا

تعريف

�إذ� كان ق)�س( �قتر�نًا مت�شلًا على ] �أ ، ب[ ، م)�س( معكو�شًا لم�شتقة �لقتر�ن ق ، يُ�شمى  
�س  بالتكامل �لمحدود حيث:   ق)�س(  

ب

�أ

 = م)ب( – م )�أ( 
ب

�س  = م)�س([�أ  مَ )�س( 
ب

�أ 
�س  =    ق)�س( 

ب

�أ
   

حيث �أ: �لحد �ل�شفلي للتكامل  ،  ب : �لحد �لعلوي للتكامل 

�لقتر�ن ق)�س(، ومحور  �لمح�شورة بين منحنى  �لمنطقة  يمثل م�شاحة  �لمحدود  �لتكامل  �أنَّ  لحظ 
] �أ ، ب[  �ل�شينات و�لم�شتقيمين �س= �أ ، �س = ب .حيث ق)�س( < �شفر لكلِّن �س 

1

�س  قَ)�س( 
1

2    -
�إذ� كان ق)-2( = - 8  ، ق)1( = 1، فجد  

�شكل ) 2-4(

لبد �أنك لحظت �أن ل)2( – ل)0( = م�شاحة �لمثلث �لمح�شور بين منحنى ق ومحور �ل�شينات 
في �لفتـرة ] 0 ، 2[  وي�شمى ل)2( – ل)0( بالتكامل المحدود للقتران ق ويكتب على �ل�شورة

�ش ق)�ش( 
2

      
     0
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1

 الحل

= ق)1( – ق)-2(         لماذ�؟  
1]
2-

�س = ق)�س(  قَ)�س( 
1

2    -
9 = 8- –1 =                                           

�س = 16   �أ قَ)�س( 
2

1  
�إذ� كان ق �قتر�نًا مت�شلًا ، ق)1( = 4 ، ق)2( = 12،    

فجد قيمة �لثابت �أ .

عدمَ كتابة ثابت �لتكامل عند �إجر�ء �لتكامل �لمحدود.

2

2

�س = جـ ) ب – �أ ( ، حيث جـ عدد حقيقي.  جـ  
ب

�أ 

قاعدة

فكر وناق�ش

   π 
2

�س   قا2�س 
   π 

4
 
 

�س                                       2(      4�س 
7

2    
)1

   π 
6

�ح�شب قيمة كلٍّ من �لتكاملين �لآتيين:
�س    جتا�س 

π

 
           
�س                                       2(   3�س 

5

1    
)1

الحل 

36=    3 
2  -     75 

2  =  
5]

1      
 3�س2   

2 �س =    3�س 
5

1  
 )1

   1- = 1 – 0  =    π 
2 = جا π - جا   

π ]   π 
2

                   

�س = جا�س   جتا�س 
π

 
     
 )2

   π 
2

�ح�شب قيمة كلٍّ من �لتكاملين �لآتيين:



240

3

�س = 48 ، فجد قيمة �لثابت ب .   3ب  
4

2-
�إذ� كان 

 الحل 

�س =  3ب ) 4 -  -2 (   3ب  
4

2     -
  

 
8
3 3ب ) 4 - -2 ( = 48  ،  ومنه 18 ب = 48 ،  ومنه ب = 

�س = 40 ، فجد قيمة �لثابت ب.  5 
2+3ب

1+ ب
�إذ� كان

خ�سائ�ش التكامل المحدود
     هناك خ�شائ�س مهمة للتكامل �لمحدود ت�شاعد في ت�شهيل ح�شابه لبع�س �لقتر�نات في كثير من 

�لحالت، ومن هذه �لخ�شائ�س:

3

4

�س     5 
6

2  
جد

 الحل 

�س = 5) 6 – 2 ( = 5 × 4 = 20   5
 6

2
  
 

�س  =0 ق)�س( 
�أ   

�أ
 )1

�س    ق)�س( 
�أ

ب 
�س = - ق)�س(    

�أ

ب

 )2

 خا�صية)1(
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�س      �س   �س2 + 1 
3

3
جد  

الحل  
�س = �شفرً�                                        �س   �س2 + 1   

3

3

�س     ق)�س( 
1

4
3 ،  فجد   

5 �س =   ق)�س( 
4

1
�إذ� كان  

الحل  

�س                                 ق)�س( 
4

1
�س = -    ق)�س( 

1

4
 

    3-
5  =                        

6

5

�س   ق)�س( 
 

 
�أ

ب

�س  = جـ   جـ ق)�س(   
�أ

ب

)1

�س هـ)�س( 
 

 
�أ

ب

�س +  ق)�س( 
ب 

�أ 
�س  =  )ق)�س( + هـ)�س((   

�أ

ب

)2

�س هـ)�س(   
�أ

ب

�س -  ق)�س(   
�أ

ب

�س  = )ق)�س( - هـ)�س((   
�أ

ب

)3

ويمكن تعميم خا�شيتَيْ �لجمع و�لطرح لأكثر من �قتر�نين.

 خا�صية)2(

4

�س  �س 
      �س2 + 1

        0

8
�س = 2،  فجد    �س 

  �س2 + 1
8

0
�إذ� كان    
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5

7

8

�س    )3�س2 + 5�س ( 
4

1
جد  

الحل  

�س  5�س  
4

1
�س +   3�س2 

4

1
�س  =  )3�س2 + 5�س ( 

 4

1

100.5 = ) 5
2 – 40 ( + ) 1 – 64 ( =

4

1 �س2 [ 5
2  +  

4

1                                     = �س3[

�س  = 18  3هـ)�س( 
1

5
�س  = -3  ،   ق)�س(  1

2
 5

1
�إذ� كان 

�س )4ق)�س( - 5هـ )�س(( 
 5

1
فجد   
الحل  

�س = -3                       لماذ�؟  ق)�س( 
5

1
 1

2
 

�س  = -3 ،  ق)�س(  1
2

 5

1
 

�س = -6  ق)�س( 
5

1
 ∴

�س=  -6 هـ)�س( 
5

1
�س =  18 ،   هـ)�س( 

1

5
�س =  18،   3   3هـ)�س( 

1

5
 

�س  هـ)�س( 
  5

1
�س -  5  ق)�س( 

5

1
�س =   4   )4ق)�س( - 5هـ)�س(( 

5

1
  

 6 = 6- × 5 – 6- × 4 =                                               

�س =  9    3ق)�س( 
3

1
�س =  19،     )4ق)�س( + 7 هـ)�س(( 

3

1
�إذ� كان 

�س     5هـ)�س( 
1

3
فاح�شب قيمة 
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9

�س؟   ق)�س ( 
�أ

ب
�س -     ق)�س ( 

�أ

ب

�س = 5، فما قيمة   ق)�س (   
�أ

ب

�ذ� كان  

 خا�صية)3(

   : �إذ� كان ق قابلًا للتكامل على فترة مغلقة تحوي �لأعد�د �أ ،ب،جـ فاإنَّ

�س ق)�س( 
 

 
جـ

ب

�س   +   ق)�س( 
�أ

جـ

�س  =   ق)�س( 
 

 
�أ

ب

 )1

6

الحل

�س               لماذ�؟     ق)�س ( 
ب

�أ
�س  +   ق)�س ( 

ب

�أ 
�س =     ق)�س ( 

�أ

ب
�س -   ق)�س ( 

ب

�أ 

�س = 2 * 5 =10    ق)�س ( 
ب

�أ 
�س = 2 *   )ق)�س (  +  ق)�س(( 

ب

�أ 

�س   ظتا2�س 
   π 

4
 
 

  
 π3

4

�س ،    ل =   قتا2�س 
   π3 

4
 
 

  
   π 

4

 �إذ� كان  ع  =  

فما قيمة ) ع + ل ( ؟

فكر وناق�ش
ر ذلك. هل من �ل�ضروري �أن تقع  جـ  بين �أ ، ب في خا�شية )3(؟ برِّن
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11

�س = 6 ق)�س( 
 5

8
�س = 4 ،  ق)�س( - 3( 

2 (
5

3
�إذ� كان  

�س )ق)�س( + 4�س( 
 8

3
فجد  

الحل

�س = 4  3
 5

3
�س -   ق)�س( 

2   
 5

3
�س = 4 ،  ق)�س( - 3( 

2 ( 
5

3

�س =10 ق)�س( 
2   

5

3 
�س - 3)3-5( =4 ،  ق)�س(

2  
5

3

�س =20  ق)�س( 
5

3 
 ∴

�س  4�س 
 8

3
�س +   ق)�س( 

 8

3
�س =  )ق)�س( + 4�س( 

 8

3
8

3 �س +  2�س2[ ق)�س( 
 8

5
�س  +  ق)�س( 

 5

3

124 = )18 - 128( + )6-  + 20( =

�س  ق)�س( 
8

5
�س +   ق)�س( 

 5

1
�س =   ق)�س( 

 5

8
�س -  ق)�س( 

 5

1

�س =10    ق)�س( 
 8

1
 =   

�س  ق)�س( 
5

8
�س -   ق)�س( 

  5

1
�س  = 10    ، فجد  ق)�س( 

8

1
�إذ� كان 

10

 الحل
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12

�س    �س2 - 4�س + 4 
3

0
جـد  
الحل

�س                               لماذ�؟     |�س- 2| 
3

0
�س=     )�س- 2(2 

3

0
�س =     �س2 - 4�س + 4 

3

0

�س                                                                     لماذ�؟  )�س- 2( 
3

     2  
�س+    )2- �س( 

2

0
  ∴

3

2  - 2�س([
�س2
2

 

 ( +
2

0 ])
�س2
2

 

= )2�س -  

)4-2( - )6 - 9
2

 

= )4 - 2( - )�شفر( + ) 

2,5 =

8

�س  1 - جتا2�س            
2   

   
π2

 
0 
جد   

7
�س=  -2   ق)�س(

3  
5

2
�س = -17،      )2ق)�س( + 3( 

2

9
�إذ� كان 

�س     )4ق)�س( -1( 
9

5
فجــــد  
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1( �إذ� كان ق �قتر�نًا قابلًا للتكامل على ]�أ ، ب[ ، ق)�س( ≤ �شفر لكل �س  ]�أ ، ب[ فاإنِّن  

�س ≤ �شفر  ق)�س(   
�أ

ب

 
2( �إذ� كان ق قابلًا للتكامل على ]�أ ، ب[ ، ق)�س( ≥ �شفر لكل �س  ]�أ ، ب[ فاإنِّن  

�س ≥ �شفر  ق)�س(   
�أ

ب

3( �إذ� كان ق، هـ �قتر�نين قابلين للتكامل على ]�أ ، ب[ ، ق)�س( ≤ هـ)�س( لكل �س  ]�أ ، ب[    

�س  هـ )�س( 
 

 
�أ

ب

�س ≤  ق)�س( 
 

 
�أ

ب

فاإنَّ   

 خا�صية)4(

 4( �إذ� كان ق �قتر�نًا قابلًا للتكامل على ]�أ ، ب[، ل ≥ ق)�س( ≥ ك لكل �س  ]�أ ، ب[ فاإنِّن

�س ك 
 

 
�أ

ب

�س ≥  ق)�س( 
 

 
�أ

ب

�س ≥  ل 
 

 
�أ

ب

13

�س ≤0 )1 + جا �س( 
π2

 
0 
دون ح�شاب قيمة �لتكامل، بيّن �أنّ  

الحل  
]π 2 ، 0[ در�س �إ�شارة )1 + جا�س (    في �لفترة�

1+جا�س ≤ 0      لكل �س  ]π 2 ، 0 [                                                      -1 ≥ جا�س ≥1  

�س ≤0                                                                       لماذ�؟ )1 + جا �س( 
π2

 
0
  ∴ 
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14

�س ، دون ح�شاب قيمة كلٍّ من �لتكاملين.  3�س  
5

 2       -
�س ≤   )�س2+ 4( 

5

2      -
بيّن �أنَّ 

الحل 
�فر�س �أنَّ ق)�س( = �س2 + 4 ، هـ)�س( = 3�س ، 

ل)�س( = ق)�س( – هـ)�س(
�در�س �إ�شارة ل)�س( 

ل)�س( ≤ �شفر لكل �س  ]-2 ، 5 [                                                                         لماذ� ؟
�س2 – 3�س + 4 ≤ �شفر     

9
�عتمادً� على �ل�شكل )4-4( �لذي يمثل منحنى �لقتر�ن ق 

�لمت�شل على �لفترة ]0، 6[ �أجب عن كلٍّ مما ياأتي :

�س  ،      لماذ�؟   ق)�س( 
3

1
ما �إ�شارة   

�س  ،     لماذ�؟    ق)�س( 
6

3
�ل�شكل )4-4(ما �إ�شارة   

�در�س �ل�شـكل ) 4-3(  �لذي يـمثل
 منحنى �لقتر�ن ق)�س( = 1 + جا�س 

�س ≤0                                     )1 + جا �س( 
π2

 
 0 
وف�ضّر لـماذ�   

�ل�شكل )3-4(

فكر وناق�ش
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10
�عتمادً� على �ل�شكل )4-6( �لذي يمثل منحنيي
�لقتر�نين ق، هـ  قارن بين قيمتي �لتكامل في كلٍّ

مما ياأتي؛ مبررً�  �إجابتك :

�س     هـ)�س( 
1

0
�س ،    ق)�س( 

1

0
 )1

�س      هـ)�س( 
0

1      -
�س ،    ق)�س( 

0

1      -
 )2

�ل�شكل )6-4(

فكر وناق�ش

�در�س �ل�شـكل ) 4-5(  وف�ضّر ما ياأتي؟

�س   هـ)�س( 
5

2       -
�س ≤    ق)�س( 

5

2       -
 

�ل�شكل )5-4(

�س  3�س  
5

2    -
�س ≤   )�س2+ 4( 

5

2       -
 ∴

 �س2 +4 ≤  3�س        لكل �س  ]-2 ، 5 [
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15

11

  π 8 ، π 6 س   ينح�ضر بين� )3+ جتا2 �س( 
π2

 
 0 
بيّن �أنَّ  

دون �إيجاد قيمة �لتكامل

الحل 
 -1 ≥ جتا�س ≥1     لكل �س  ]π 2 ، 0 [                                      لماذ�؟
0 ≥ جتا2�س ≥1                                                                               لماذ�؟

3 ≥ 3+جتا2�س ≥4 

�س   4
 π2

 
 0 
�س ≥  )3+ جتا2 �س( 

π2

 
 0 
�س   ≥    3

 π2

 
 0 
 

π 8  ≤  س� )3+جتا2�س( 
π2

 
 0 
 ≤ π 6 ومنه

π 8  ، π 6  س ينح�ضر بين� )3+جتا2�س( 
π2

 
 0 
∴ �لمقد�ر 

حُلّ تدريب )11( بطريقتين مختلفتين.          

�س ≥  ك ، فجد �أكبر قيمة ممكنة للثابت م ، و�أ�شغر قيمة  �س  
    1 + �س2

1

0
�إذ� علمت �أنَّ م ≥  

�س.  �س  
   1 + �س2

1

 
0
ممكنة للثابت ك تحقق �لـمتباينة دونَ ح�شاب قيمة 

فكر وناق�ش

فكر وناق�ش

حُلّ مثال )15( بطريقة �أخرى.
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�س ، فجد قَ )-1(. �س -  3�س2( 
  

4
2-

0
 ( 

  
2( �إذ� كان ق)�س( = 

�س = -30، حيث ب  ح ، فجد قيمة �لثابت ب .   2ب 
2

ب
3( �إذ� كان 

�س =0  ، حيث جـ  ح ، فجد قيمة جـ .  �س) 1 - �س( 
جـ

0
4( �إذ� كـان  

�س = -20   ، فجد قيمة �لثابت جـ. م (   3م  
ج ـ

0
3) 3�س2 -  2   

1         -
5( �إذ� كان

1( �ح�شب قيمة كلٍّ من �لتكاملات �لآتية:

�س )�س2- |�س-1| ( 
3

0
�س                                        ب(    

1
�س2   

8

2
�أ   ( 

�س )�س+ جتا�س ( 
 0    
  
   π 

2

�س                                       د  (  جا2�س 
   π 

2
 
 

  
   π 

4

جـ( 

�س ) 9�س-7 (5 
2

2
�س                         و  (   1 + جا2�س  

جا�س + جتا�س

   π 
2
 
 

  
0
هـ( 

�س        �س  )    �س + 2 (2   
1

0
�س              ح (  )�س-1()�س2 + �س+ 1(  

3

1-
ز (

�س  2�س3 - 4�س2 + 5   
�س2

3

1
�س                                ي (    

1
)�س-1(2  

4

2
ط( 

�س    )جتا�س- جا�س( 
    π 

2
 
 

  
0
�س                   ل (     9�س2 - 12�س + 4  

3

2
ك (
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�س ق)�س( 
 4

3-
 6 ( �إذ� كان ق)�س( =                                                        ،   فجد

�س=20،  فجد قيمة �لثابت ب.                 )2�س-3( 
ب

2
7  ( �إذ� كان  

�س - �س2(   ق)�س(
2 (   

  3

1
�س = 12 ،  فجد    )6-  1

�س2  )2ق)�س( +  
3

1
8  ( �إذ� كان 

�س = -2   ق)�س( 
3

5

2
�س = -17،    )2ق)�س( + 3( 

2

9
9  ( �إذ� كان 

�س   )4ق)�س( -1( 
9

5
فجد 

�س  بيّن �أنَّ   1
3جتا2�س + 2  

π

 
0
10( دون ح�شاب تكامل �لمقد�ر  

    π 
2 �س  ≥    1

3جتا2�س + 2  
π

 
0
  ≤    π 

5

�س  ≥  ك ، فجد �أكبر قيمة ممكنة للثابت م ، و�أ�شغر قيمة       9- �س2  
 3

  3            -
11( �إذ� علمت �أن م ≥   

�س      9 - �س2  
  3

  3            -
ممكنة للثابت ك تحقق �لمتباينة دونَ ح�شاب قيمة  

12( �إذ� كان ق �قتر�ن كثير حدود من �لدرجة �لثانية ، وكان ق)0( = 5 ، قً)�س( = 4، 

�س = 3 ، فجد قاعدة �لقتر�ن ق.  قَ)�س(  
 1

0

�س =2  ق)�س(  
 3

1
�س =4   ،  ق)�س(  

 1

 1                 -
13( جد كثير حدود ق)�س( من �لدرجة �لأولى بحيث 

 -�س        ،    -3  >  �س  ≥ 0
�س           ،     0  >  �س  ≥4
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اقتران اللوغاريتم الطبيعي 
 Natural Logarithmic Function رابعًا  

�س  با�شتخد�م قو�عد �لتكامل �لتي تعلمتها �شابقًا؟ ف�ضّر �إجابتك.  1
�س هل يمكن �إيجاد   

1  ، ع < 0، 
ع يبين �ل�شكل )4-7( منحنى �لقتر�ن �س =  

ع    1
ع   

�س

1
�لمت�شل على )0 ، ∞ ( ، و يمكن �إيجاد ل)�س( = 

�لتي تمثل م�شاحة �لمنطقة �لمظللة
وفي ما ياأتي نورد بع�س خ�شائ�س �لقتر�ن ل)�س( ، �س < 0                                                            

1( ل)1( = 0 
1
2( لَ)�س( =  �س

3( ل)�س( �قتر�ن متز�يد على ) 0 ، ∞(                   لماذ�؟
4( منحنى ل)�س( مقعر للاأ�شفل على )0 ، ∞(        لماذ�؟

القتران اللوغاريتمي: هو �قتر�ن ق غير ثابت قابل للا�شتقاق على مجموعة �لأعد�د �لحقيقية �لموجبة 
يحقق ق) �أ ب( = ق) �أ ( + ق)ب(  لكل �أ < 0 ، ب < 0

ِـ �ش. ع = لــــوهـ�س ويقر�أ اللوغاريتم الطبيعي ل    1
ع   

�س

1
�إذ� كانت �س  )0 ، ∞( فاإنَّ �لقتر�ن  

تعريف

�ل�شكل )7-4(

�ل�شكل )8-4(

بال�شتعانة بهذه �لخ�شائ�س  يمكن ر�شم منحنى تقريبي للاقتر�ن 
ل. يبين �ل�شكل )4-8( منحنى ل)�س( وهو منحنى اقتران 
اللوغاريتــم. �إنَّ �لعدد �لحقيقي �لــذي يجعل م�شاحة �لمنطقة 
�لمظللــة في �ل�شكل )4-7( ت�شاوي وحــدة و�حدة ي�شمى 
العدد النيبيري، ويرمز له بالرمز ) هـ ( وهو �أ�شا�س �للوغاريتم 
�لطبيعــي، وهــو عدد  غــير ن�شبــي ي�شــاوي 2.7 تقريبًا. 
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1
1( �إذ� كان ق)�س(= لـــوهـ  �س ، �س <0 ،  فاإنَّ قَ)�س( =  �س

 ، لَ)�س(
ل )�س( 2( �إذ� كان ق)�س(= لـــوهـل)�س(، وكان ل)�س( قابلًا للا�شتقاق، فاإنَّ قَ)�س( =

حيث ل)�س(<0

قاعدة

1

جد قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي: 

1( ق)�س( = لـــوهـ )�س - 4(           

2( لــــوهـ |�س - 4 |    ) �إر�شاد: �أعد تعريف | �س – 4 | (
ماذ� ت�شتنتج؟

جد قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي :
1( ق)�س( =  لـــوهـ )�س2+ 5(        2(ق)�س( =  لـــوهـجا2�س        3(  ق)�س( =  لـــوهـ     �س 2+ 7

 الحل

 
2�س

�س2 + 5 = 1( قَ )�س( 

 = 2ظتا2�س
2جتا2�س
حا2�س  = 2( قَ )�س( 

1  لـــوهـ )�س2 + 7(                        لماذ�؟ 
2 = لــــوهـ   �س2 + 7  =   3( ق)�س( 

 
�س

�س2 + 7   =  
2�س

�س2 + 7  *  1
2   =  ∴ قَ )�س( 

ن�شـاط
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2

3
جد معكو�شًا لم�شتقة كلٍّ من �لقتر�نات �لآتية: 

  
3�س2

1                         2( ق)�س( =  �س3  +  7
1( ق)�س( =  �س

الحل  
1(  م)�س( = لـــوهـ |�س| + جـ    

2(  م)�س( = لـــوهـ |�س3 +  7| + جـ  

(، فجد قَ)�س(  جتا �س
4 - 3�س2 �إذ� كان ق)�س( = لـــوهـ )

الحل 

ق)�س(  = لـــوهـ جتا �س - لـــوهـ   4 - 3�س2                                                                      لماذ�؟

1 لـــوهـ )4 - 3�س2 (                                                                                                            لماذ�؟
2   = لـــوهـ جتا �س -  

3�س
4-3�س2  = - ظا�س + 

- 6�س
1  * 4-3�س2

2   -
- جا �س
جتا�س قَ)�س(  =

فكر وناق�ش
حُلَّ مثال )2( بطريقة �أخرى.

1
جد قَ )�س( لكل مما ياأتي: 

2( ق)�س( = لـــوهـ  |2�س + 5 | 1( ق)�س( = لـــوهـ )2 - جتا�س(   
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2

4
جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س                �س          3(  ظتا�س  6�س   
  3�س2  - 5

3

1

�س                     2(    3 
�س   )1

                
الحل 

�س  = 3 لـــوهـ  |�س| + جـ   1 
�س  �س = 3    3 

�س    )1

   
3

1
  = لـــوهـ  |3�س2 - 5| [

6�س
  3�س2  - 5

3

1
  )2

       = لـــوهـ |27  - 5| - لـــوهـ |3  - 5|=  لـــوهـ 22  - لـــوهـ2 = لـــوهـ11                لماذ�؟

�س =  لـــوهـ |جا�س|+جـ                    
 جتا �س
حا�س �س=     3(   ظتا�س 

�س = لـــوهـ |�س| + جـ  1 
�س     )1

�س = لـــوهـ |ق)�س(| + جـ  قَ)�س(   
ق)�س(    )2

قاعدة

جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:

�س  قا2�س 
2+ ظا�س

   π 
4
 
 

  
   π 

4

�س                        2(      1
  9  - 2�س

4

2
  )1

-
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1( جد �لم�شتقة �لأولى لكلٍّ من �لقتر�نات �لآتية:

 جا53�س
 2�س                                       ب( ق)�س( = لـــوهـ

�أ   ( ق)�س( = لـــوهـ
 )�س2 + 5 �س + 3 ( 

  |�س2 + 4�س - 5|                 د  ( ق)�س( = لـــوهـ
جـ( ق)�س( = لـــوهـ

  )2 +   �س (
 �س                                     و ( ق)�س( = لـــوهـ

هـ( ق)�س( = �س3 لـــوهـ

)
 �س

  )  �س2  + 1
 ق)�س( = لـــوهـ �س3ظا�س                                ح ( ق)�س( = لـــوهـ

 
ز (

)4 �س2  + 5(6
 �س(3                                     ي( ق)�س( = لـــوهـ  )7  - 2�س(5

ط( ق)�س(  = )لـــوهـ

  3 5�س3 + 4�س                        ل ( ق)�س( = ظا)لـــوهـ�س(   
ك ( ق)�س( = لـــوهـ

1 
2( �إذ� كان ق)�س( = لـــوهـ )�س +   �س2 - 1 ( �أثبت �أنَّ  قَ)�س( =   �س2  - 1

:   |قا�س + ظا�س| + �س2 فاأثبت �أنَّ
�س = لـــوهـ 3( �إذ� كان  )قَ)�س( - �س( 

     قَ)�س( = 3�س + قا�س

4( بيّن �أنَّ �لقتر�ن م)�س( =  لـــوهـجا�س هو معكو�س لم�شتقة �لقتر�ن  ق)�س( = ظتا�س. 

5( جد كلاًّا من �لتكاملات �لآتية:
�س  

1 + جتا�س
�س + حا�س  �س                                             ب(      

2�س
�س2 + 3  �أ    (    

�س         
3�س2

�س3 + 5  �س                                    د  (         
5 + 5ظتا�س2

ظتا�س جـ(        
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�س    �س - 2  
�س2 -4    

5

3
�س                                           و  (  �س  + 5     

�س   هـ(     

�س   
جا3�س

�س                                          ح (   1 + جتا3�س  |2�س|  
�س2 +1   

2

1        -
ز (

�س  �س                                    ي (      ظا�س   2�س -1  
�س)�س -1(  ط(       

 6( جد معكو�شًا لم�شتقة كلٍّ من القترانات الآتية: 

)
 2�س

 اأ   ( ق)�س( =  )  �س2  + 4

)
 3جتا3�س

ب ( ق)�س( = )  5  +جا3�س
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م�ستقة وتكامل القتران الأ�سي الطبيعي 
Derivative and Integral of Natural Exponential Function 

خامسًا  

القتران الأ�شي الطبيعي ق)�س( = هـ�س , 
النيبيري, هو القتران  العدد  حيث هـ: هو 

العك�شي لقتران اللوغاريتم الطبيعي 
انظر ال�شكل )9-4(.

البرهان  
1( �س= هـ�س  ← لـــوهـ �س = �س                                                                                                                      لماذا؟

�سَ = 1                                                                                              ا�شتقاق الطرفين
�س

  �س  = هـ�س 
�سَ = �س ←  �س

جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي:
1( ق)�س( = هـ�س  + لـــوهـ )�س3 + 5(  

1( اإذا كان ق)�س( = هـ�س  فاإن  قَ)�س( = هـ�س 
2( اإذا كان ق)�س( = هـل )�س( , حيث ل)�س( قابل للا�شتقاق؛ فاإنَّ

   قَ)�س( = لَ)�س( هـل )�س(

قاعدة)1(

1

ال�شكل )9-4(

  برهن فرع )2( من قاعدة )1(          
فكر وناق�ش
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2(  ق)�س( = هـ7-2�س3  
3(  ق)�س( = هـ�س 1   

الحل 

 
3�س2

�س3 + 5  1( قَ)�س( = هـ�س   +  

2( قَ)�س( = -6�س2هـ7-2�س3 
-1 هـ�س 1   

�س2 3( قَ)�س( = 

 جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي:
1( ق)�س( = لــو هـ�س3                            2( ق)�س( = هـ لـوه�ـس4   

                         هـ
الحل 

قوانين اللوغاريتمات 1( ق)�س( =  لــوهـ�س3 = �س3  لـــو هـ     
    ∴ ق)�س( = �س3   ,      قَ)�س( = 3�س 2                         هـ                       هـ

�س4    = �س4         ,   ومنه: قَ)�س( = 4�س4
2( ق)�س( = هـ لـوهـ

 2
جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي:

)1+جا�س( 
 
1( ق)�س( = �س لـــو هـ�س2                           2( ق)�س( = هـ3لـــوهـ

                  
                                                    هـ

1
جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي:

1(  ق)�س( = هـجا�س                            2( ق)�س( = �س4 ه2ـ�س 

2

فكر وناق�ش
برهن اأنّه اإذا كان ق)�س( = هـ           , فاإنََّّ ق)�س( = ل)�س(           

هـلـول)�س(
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�س جد    )     هـ2 + هـ�س ( 
الحل 

�س=     هـ2 �س + هـ�س  + جـ     )     هـ2 + هـ�س ( 

جد معكو�شًا لم�شتقة كلٍّ من القترانات الآتية: 
1( ق)�س( =2 هـ 2�س                               2(  ق)�س( = -3 هـ 1-3�س

3(  ق)�س( = هـ اأ �س 
الحل

1( م)�س( = هـ 2�س + جـ       
2( م)�س( = هـ1-3�س + جـ         

1 هـ اأ   �س  + جـ                                                                         لماذا؟
اأ 3( م)�س( =  

ماذا تلاحظ؟

3

4

�س = هـ�س   + جـ       هـ�س   
قاعدة)1(

1 هـاأ �س + جـ 
اأ �س =           هـ اأ �س   

تعميم
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جد كلاًّا من التكاملات الآتية:
�س   �س                                              2(     هـ3-4�س     1(      هـ5�س    

الحل 
1 هـ5 �س  + جـ

5 �س =      1(      هـ5 �س   

-1 هـ3-4�س  + جـ
4 �س =     2(     هـ3-4�س   

5

3
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س  3ـ�س  )1+ هـ2�س(  �س                              2(  ه  )1+ هـ �س ( 2 
1

0
 )1
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  �س    لكلٍّ من القترانات الآتية:
�س 1( جد 

اأ   ( �س = �س + هـ9�س                                       ب( �س = �س3 + هـ6-5�س4
جـ( �س = جاهـ2�س                                            د  ( �س =   1+ هـ2�س

 +  لوهـ   �س                                و  ( �س = هـ5+ لوهـ قا�س
هـ( �س =  هـ�س 1   

 
 1+ هـ2�س

هـ5�س �س3+2                                       ح ( �س = 
 
�س = هـ4لـوهـ

 
ز ( 

ط( �ص = هـ2 + �س3 هـجا�س                                 ي ( �س = )هـ4�س+5(6 

 
�س  

 1+ ظا2�س
   π 

3
 
 

  
0
2( اإذا كان �س= هـظا�س + اأ لوهـ جتا�س + 

�س    ⏐= 2هـ + 1, فجد قيمة الثابت اأ .  
�س وكان  

   π 
4                     �س = 

1 ,  فجد قاعدة القتران ق.
2 1 ,  قَ)0( = 

4 3( اإذا كان قً )�س( = جـا�س +هـ2�س   , ق)0( = 

�س2 - �س �س+1   
�س2 - �س �س +1  �س  =   

�س 4( اإذا كان هـ�س �س = �س- �س, فاأثبت اأن 

5( اإذا كان �س = هـاأ �س , فجد قيمة )قيم( الثابت اأ التي تحقق المعادلة الآتية:
�سً – 5�سَ  + 6 �س = �شفرًا

: 6( اإذا كان ق)�س( = 3ل )�س(, حيث ل)�س( قابل للا�شتقاق؛ فاأثبت اأنَّ
                                                                                                  قَ)�س(= 3ل)�س( * لَ)�س( لــو 3

                                                                                  هـ
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�س= هـ1- �س2 +  4هـ ,  قَ)ب( =  -2ب , ب ≠  �شفرًا فجد قيمة )قيم( الثابت ب.  7( اإذا كان  قَ)�س(  

8( جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س    3ه3ـ�س  
1

0
�س                                                     ب(  اأ   (     ه7ـ�س   

�س        
           4�س

4هـ   - 3
�س                                                                د   (    هـ   -3�س        4�س  هـ4  

3

1
جـ( 

�س    �س                                          و  (    هـ                         
      3�س

 هـ   - 27
هـ   - 3         �س هـ(   

�س  �س                                            ح (    3�س هـ                 1
هـ -1   

ه2ـ 

  
1 
ز ( 

�س      �س                    ي (   )هـ2�س+5 (2   ط(   هـ5�س         هـ2�س  + 4هـ�س   + 4 

2+لـوهـ�س2

5+ لـوهـجتا�س

3�س
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طرائق التكامل
 Techniques of Integration الفصل الثاني

  تتعرف طريقة التكامل بالتعوي�س, وت�شتخدمها في اإيجاد بع�س التكاملات.
  تتعرف طريقة التكامل بالأجزاء, وت�شتخدمها في اإيجاد بع�س التكاملات.

  تتعرف طريقة التكامل بالك�شور الجزئية, وت�شتخدمها في اإيجاد بع�س التكاملات.

التكامل بالتعوي�ض 
Integration by Substitution   أولًا

عندما يُطلب منك اإجراء تكامل ما, قد يكون بالإمكان تطبيق قواعد التكامل التي �شبق لك 
اأن در�شتها, اأمّا في بع�س الحالت التي لتخ�شع للتطبيق المبا�شر لقواعد التكامل الأ�شا�شية؛ فمن 

الممكن ا�شتخدام طرق اأخرى مثل:
− التكامل بالتعوي�س.

− التكامل بالأجزاء.
− التكامل بالك�شور الجزئية.

وفي هذا الف�شل �شيتم تو�شيح كلٍّ من هذه الطرق.

ن�شاط 
اأجب عن كلٍّ مما ياأتي :

1 )�س2 + 3(6 معكو�س لم�شتقة القتران ق)�س( = 2�س)�س2 + 3(5 
6 1( بيّن اأن م)�س( =  

�س  2( جد                    2�س               )�س2 + 3(5 
�س      

�س 3( افر�س �س= �س2 + 3  ثم جد 
4( اكتب التكامل في )2(؛ بدللة �س با�شتخدام الرموز في )3( ماذا تلاحظ؟



265

قاعدة

�س  جد    6�س5   )�س6 + 4(7  
الحل 

 افر�س �س = �س6 + 4
�س                                                                       ا�شتقاق الطرفين �س = 6�س5   ومنها 

     + جـ
�س8

�س  =      8 �س( =   )�س(7    �س =   )�س6+ 4(7 )6�س5     6�س5)�س4+6(7 

  + جـ
)�س6 +4(8

8   =                                         

وتُ�شمى عملية اإجراء التكامل على هذا النحو بالتكامل بالتعوي�ش.

�س  ق )�س(  �س =      ق )هـ)�س(( هـَ )�س(  
�س    �س = هـَ )�س(  حيث �س= هـ)�س(  ,   

ويمكن تلخي�س الخطوات التي يتم بها اإجراء التكامل بالتعوي�س, على النحو الآتي:
1( افر�س �س = هـ)�س(

�س.   �س =  هـَ )�س(  �س على ال�شورة   2( ا�شتق الطرفين واكتب 
�س. �س بدلً من  هـَ )�س(  �س �س بدلً من هـ )�س(, وعوّ�س  3( عوِّ

4( اأي مقدار يبقى بدللة �س بعد عملية التعوي�س والتب�شيط, اكتبه بدللة �س.
5( اح�شب التكامل الناتج بعد عملية التعوي�س بدللة �س.

6( اأعد كتابة ناتج التكامل بدللة �س.
2

1

 

�س  جد   �س3   3    3�س4 + 4  
الحل 

�س �س = 12�س3  افر�س �س = 3�س4 + 4   ,     
�س    1

3 1 )�س(
�س =   12 1   3  3�س4  + 4 )12�س3(  

�س  =   12   �س3   3     3�س4 +4   

1    3   )3�س4  + 4(4  + جـ
4  + جـ =  16

3 �س3
4   *  1

12  =
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3

4

�س    
6�س - 9

)�س2  -3�س +1(3 جد  
الحل

�س  �س = )2�س- 3(  افر�س �س = �س2 – 3�س + 1 ومنه  

�س     
3)2�س- 3(

)�س2  - 3�س +1(3 �س =      
6�س-9

)�س2  - 3�س + 1(3   

�س �س =  3�س-3     3
)�س(3 �س  =     * )2�س- 3(  3

)�س2  - 3�س + 1(3    =

 + جـ
3-

2)�س2  -3�س+1(2  + جـ = 
3)�س2  - 3�س +1(-2

2-  + جـ = 
3�س-2

2-  =

1
جد كلًاّ من التكاملات الآتية:

�س    �س               2(  )�س  + 3(  5  �س2 +6�س - 4   1(   �س2 )6�س3 +5(3 

�س     
10�س- 5

3    )�س2  - �س +1(2   )3

�س جد  �س3 )�س2  + 4(6 
الحل

�س       �س = 2�س  افر�س �س = �س2 + 4 , ومنه  

لماذا؟ �س(    1  �س2 )�س(6  )2�س *  
2 �س =      �س3 )�س2 + 4(6 

تعوي�س و تب�شيط �س         1  �س2  )�س(6  
2    

لحظ هنا بعد التب�شيط بقي المتغير �س؛ لذا نعود اإلى الفر�س لكتابة المتغير �س بدللة المتغير �س    
ومنه �س2  = �س – 4
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تعوي�س و تب�شيط �س    1  )�س7  -4�س 6(  
2 �س =     1  )�س  - 4(�س6    

2    

اإجراء التكامل 4�س7    ( + جـ   
7 �س8   -  

8   (  1
2   =                                            

2)�س2 + 4(7    + ج ـ            كتابة الناتج بدللة �س
7 )�س2 + 4(8   -    

16    =                                             

2
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س  �س                                     2(   2�س5 )�س2  + 5(4   1(   �س7        �س4  -3  

5

�س  )�س + 1(9   
�س11   جد    

الحل 

لماذا؟ �س     
 )�س +1(9

�س  على ال�شورة    �س9 * �س2    )�س + 1(9   
�س11   اكـتب   

�س     

�س + 1  (9
�س    (     

�س2     

تب�شيط الطرفين وا�شتقاقهما �س       1- 
�س=   �س2        ,  1 

�س     �س+1   ,  �س= 1+  
�س    افر�س �س= 

تعوي�س و تب�شيط �س  -�س9  �س =    1-
*   �س2

 �س + 1 (9
�س    ( - �س =      

�س + 1  (9
�س    (     

�س2     

+ جـ      اإجراء التكامل
- �س10

  10 =                                

كتابة الناتج بدللة �س + جـ    
�س +1   (10

�س        ( -
  10 =                                
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6

3
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س   �س                                2(  �س2    3   �س7  + 5�س3      
)2�س +1(5

�س7     )1

�س   �س                          4(   )7�س5 - 2�س(3   3(  3   4�س5  + 2�س3    

حُلُّ مثال )5( بطريقة اأخرى وذلك باإخراج �س عاملًا م�شتركًا.          
فكر وناق�ش

�س جا2�س    
  1 + جتا2�س

   π 
2

0
جد 
الحل

افر�س �س = 1 + جتا2�س 
�س             متطابقة جا2�س = 2جا�س جتا�س  �س = - جا2�س   �س ,     �س= -2جا�س جتا�س     

وبما اأنَّ حدود التكامل بدللة �س؛ اإذن يلزم تغييرها بحيث ت�شبح بدللة �س
عندما �س= 0 فاإنََّّ �س = 1 + جتا2 )0( = 2

1= )   π 
2  π      فاإنََّّ �س = 1 + جتا2 )

2 عندما �س = 

�س -1      * -جا2�س  
  1 + جتا2�س

   π 
2

0
�س    =   جا2�س       

 1+ جتا2�س
   π 

2

0
 

]    1 
2 �س =  -2�س    

 
   1-

2    -  �س
   1

2
�س =      1-

                  �س
1

2
 =            

2- 2  2=  ) 2  - 1  (2- =   
1

2
                                                                                                     =                 -   2  �س [

2

1
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4
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س     
)�س + 1(5

�س7  
2

1
�س            2(    �س    �س2 +  9  

4

0
 )1

7

8

�س جد    قا2 2�س * هـ ظا2�س  
الحل

�س �س= )2قا2 2�س(   افر�س �س= ظا2�س , ومنه   

�س 1 هـ�س  
2 �س(  =     1 هـ ظا2�س )2قا2 2�س* 

2 �س=     قا2 2�س * هـ ظا2�س   

1 هـ ظا2�س  + جـ  
2 1 هـ�س + جـ  =   

2   =

�س  جد  )�س + 3( قتا2)�س2 + 6�س-4(  
الحل

�س �س= )2�س + 6(   افر�س �س= �س2  + 6�س - 4  ,  ومنه   
�س( 1 قتا2)�س2 + 6�س- 4()2)�س + 3(  

2 �س=    )�س + 3( قتا2)�س2 + 6�س - 4(  

-1  ظتا)�س2 + 6�س- 4( + جـ
2 -1  ظتا�س+ جـ  =   

2 �س=    1 قتا2 �س  
2   =

ناق�س مع زملائك اإيجاد التكامل غير المحدود في مثال )6(, ثم جد قيمة التكامل المحدود 
لقيمة �س, وقارن اإجابتك.

فكر وناق�ش
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9

�س  جد   جا4 �س جتا3 �س  
الحل

�س   �س = جتا �س    افر�س �س = جا�س,  ومنه 
�س �س( =  �س4جتا2�س   �س=   جا4�س جتا2�س)جتا�س *     جا4�س جتا3�س  

�س جد    جا3 2�س جتا5 2�س  
الحل

�س �س= -2جا2�س     افر�س �س = جتا2�س ,  ومنه  
�س( -1 جا2 2�س جتا5 2�س  )-2جا2�س  

2 �س =        جا3 2�س جتا5 2�س   
�س -1  )1 - جتا2 2�س( �س5  *  

2 �س =       -1  )جا2 2�س(�س5 *  
2     

لحظ هنا: بَعد التب�شيط بقي المتغير �س؛ لذا نعود اإلى الفر�س لكتابة المتغير �س بدللة المتغير �س ,
�س -1 )�س5- �س7(  

2 �س =       -1  )1- �س2( * �س5  
2       

  + جـ                                                   
)جتا2�س(6 

12    -  
)جتا2�س(8 

16 �س8    ( + جـ = 
8 �س6    -    

6   ( 1-
2   =

10

في مثال )9( افر�س �س= جا2�س, وناق�س الحل مع زملائك, وقارن اإجابتك.
فكر وناق�ش

5
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س   �س            2(  �س  ظا2)�س2 + 5(  )�س2 + 1( جا)�س3 + 3�س + 1(   )1

�س  
�س3 هـ

�س2  
2

1

 )3
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هل يمكن حلُّ  مثال )10( من خلال فر�س �س = جتا�س ؟ برر اإجابتك.
فكر وناق�ش

�س  �س=  جتا2�س جا2�س جا2�س    جتا2 �س جا4�س  

�س   لماذا؟ 1 )1-جتا2�س(  
2 1 جا2�س(2 * 

2 �س=  )  =  )جتا�س* جا�س(2 جا2�س  

�س 1 جا22�س جتا2�س  
8 �س-   1 جا22�س 

8 �س=  1  )جا2 2�س- جا22�س جتا2�س(  
8    =

�س 1 جا22�س  
8  اأولً جد    

1 )1-جتا2�س(
1 جا4�س( +جـ       متطابقة جا2�س=  2

4 1 )�س -  
�س=  16 1 )1- جتا4�س(  

16  =

1 جا4�س( +جـ    .......  1 
4 1 )�س-  

�س =   16 1 جا22�س 
8    ∴

�س  1 جا22�س جتا2�س  
8 ثم جد   

�س �س = )2جتا2�س(   افر�س  �س=جا2�س, ومنه  

لماذا؟ �س(   1 جا22�س * )2جتا2�س   
�س =   16 1 جا22�س جتا2�س   

8   

 جا3 2�س   + جـ   
48   + جـ =  

�س3
48 �س =   1 �س2 

16  =

�س جد   جتا2 �س جا4�س  

11

الحل

�س              لماذا؟ �س =  �س4 )1 - �س2(   = �س4 )1 - جا2�س( 

 + جـ  
)جا�س(7 

7  +  
)جا�س(5 

5     + جـ =  
�س7 

7     -   
�س5 

5 �س =     = )�س4 - �س6( 

لحظ هنا بعد التب�شيط بقي المتغير �س؛ لذا نعود اإلى الفر�س لكتابة المتغير �س بدللة المتغير �س.
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6
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س جتا 2�س     
قتا5 2�س  �س                                 2(    1(  ظا35�س قا2  3�س  

�س          �س                                                 4(  جا4 5�س جتا3 5�س    3(  جا3�س  

تحدّث اإلى زملائك عن كلٍّ مما ياأتي:
1( لماذا �شُميت طريقة التكامل ال�شابقة التكامل بالتعوي�س؟

2( متى ت�شتخدم طريقة التكامل بالتعوي�س؟

   تحدّث

 جا3 2�س  + جـ    .......  2 
48 �س=   1 جا22�س جتا2�س  

8   ∴

 جا3 2�س   + جـ
48 1  جا4�س( -   

4 1 )�س -  
�س =  16 1 جا22�س جتا2�س  

8 �س -   1 جا22�س  
8 اإذن:  

 جا3 2�س  + جـ
48 1 جا4�س( -  

4 1 )�س-  
�س =  16  ومنه  جتا22�س جا4�س  
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1( جد كلًا من التكاملات الآتية:

�س  2�س- 3 
2�س2-6�س-5

�س               ب(  ) �س+3(   �س2 + 6�س  
2

0
اأ   ( 

�س  7
�س2-4�س+4

4

3

�س            د  (   2
)4�س2-20�س+25( 7

جـ( 

�س )5 +    �س (7    
�س                                   و (    �س       

   1 
�ش  ظتا2 

�س2  هـ( 

�س     1
�س

  �س    1+ لــوهـ
هـ3

1

�س                       ح(     
 2�س +1 

1     �س 
�س2 ز (   

�س   
�س3

)�س+1(5
�س                                     ي(   ط(  هـ            

�س  جتا3�س)1+حا�س(7  �س                             ل (      1+    3 - 
4 ك (  3   �س

�س       �س2 ق)�س3( 
2

1
�س=18 ؛  فجد قيمة  ق)�س( 

8

1
2( اإذا كان  

�س     3جتا)2�س( ق)جا2�س( 
   π 

4

0
�س=8 ؛  فجد قيمة ق)�س( 

1

0
3( اإذا كان  

4( جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س  
�س3

)�س9+2(3
 

2

0

�س                              ب(  هـ جا�س+ لــــوهـ  جتا�س   اأ   ( 

�س  جا�س   جا2�س + 4  
قا �س �س                              د (   1 - ظا2�س     

جـ(     جتا2 �س

�س3+2لو�س
             هـ
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�س جتا4�س   �س                          و (   هـ(  قتا4 6�س ظتا3 6�س  

�س    �س                                ح(   جا2�س* هـجتا2�س     
جا2�س

ز (   )1 + جتا2�س(5 

�س �س                                ي(   قا4�س     
3    �س 

طـ(   5 - �س 3   �س  

�س     
3   ظتا�س + 3

2 - 2جتا2�س   �س                              ل(            1
�س ) 2 +    �س (  ك(         

�س                   جتا�س- جتا3�س  
   π 

2

0
�س                     ن(  م (         جا�س)1 + جتا2�س(5   

�س         �س                        ع (    جتا2�س)جا�س - جتا�س(8    
2�س +1
�س            

1
�س 2   �س(  

                

�س =    
      

 )�س-1(ن
�س ن+2   

1
 
 

  
   1 

2

5( اأثبت اأنَّ     

 6( اكتب الفر�س المنا�شب لإيجاد كلٍّ من التكاملات الآتية؛ بطريقة التكامل بالتعوي�س )دون 
اإجراء التكامل(:

�س   �س                            ب (         جتا5�س جا7�س   اأ   (         جتا10�س جا7�س  

�س      �س                                د   (         ظا3�س قا5�س   جـ(         ظا5�س قا4 �س  

�س   �س                                و (         ظتا7�س قتا4�س   هـ (         ظتا6�س قتا4�س  

, حيث ن عدد فردي

, حيث ن عدد زوجي  

1-
 ن  +1 

1
 ن +1 
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التكامل بالأجزاء 
Integration By Parts   ثانيًا

ن�شاط  
اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( بيّن اأنَّ م)�س( = �س جا�س + جتا�س  معكو�س لم�شتقة القتران ق)�س( = �س جتا�س

�س �س جتا�س   2( جد  
�س ثم جد قَ , هـ 3( افر�س ق= �س ,  هـَ = جتا�س  

4( اكتب ناتج التكامل في )2( با�شتخدام الرموز في )3( ماذا تلاحظ؟

�س 2�س جا�س   جد  

اإذا كان ق, هـ اقترانين قابلين للا�شتقاق بالن�شبة اإلى المتغير �س فاإنََّّ : 
)ق)�س( * هـ)�س((َ  =  قَ)�س( * هـ)�س( + ق)�س( * هـَ )�س(  

اأي اأنَّ  ق)�س( * هـَ )�س( = )ق)�س( * هـ)�س((َ - قَ)�س( * هـ)�س(
وباإجراء التكامل للطرفين بالن�شبة اإلى �س يكون :

�س �س -  قَ)�س( * هـ)�س(  )ق)�س( * هـ)�س((َ   �س =      ق)�س( * هـَ )�س(  
�س ق = قَ)�س(   �س  ,     هـ = هـَ )�س(   لكن  

   : اأي اأنََّّ

1

تعميم

ق هـ  = ق * هـ -   هـ  *     ق * 
 وتُ�شمى هذه بقاعدة التكامل بالأجزاء
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�س                         هـ = - جتا�س                                                    اإجراء التكامل    هـ  = جا�س 
هـ = ق*هـ -  هـ *  ق     با�شتخدام القاعدة :     ق*  

�س �س   =2�س × - جتا�س -   -جتا�س * 2 فاإنََّّ      2�س جا�س 

�س                                         = - 2�س جتا�س +    2جتا�س  
                                        = -2�س جتا�س + 2 جا�س + جـ

�س  جد    �س *  هـ3�س 
الحل

افر�س         
�س  ق =   ق = �س                                       

1 هـ3�س  
3 �س                           هـ =   هـ = هـ3�س    

ق     وبا�شتخدام القاعدة :       ق*  هـ = ق * هـ  -  هـ * 

�س 1 هـ3�س  
3 1 هـ3�س -   

3 �س = �س ×     �س *  هـ3�س 

1 هـ3�س + جـ 
9 1  �س هـ3�س  -  

3   =                             

2

1
جد كلاًّا من التكاملات الآتية :

�س  �س                       2(   �س جا5�س    1(  �س جتا�س  

�س �س              4(   �س قا2�س    3(  )2�س - 3( هـ�س 

الحل
افر�س

�س                                                  ا�شتقاق ق = 2   ق = 2�س                                    
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�س    لـــوهـ�س  
ه2ـ 

  هـ
جد 
الحل

افر�س
�س     1

�س ق =   ق = لـــوهـ�س                                                 
�س                                                    هـ = �س    هـ =   

ق هـ = ق * هـ -  هـ *   وبا�شتخدام القاعدة :   ق*  

�س     1
�س* �س

ه2ـ 

  هـ
  -  

2ـ ه

�س   =  لـــوه ـ   �س × �س [هـ  لـــوهـ�س  
ه2ـ 

  هـ
 

�س
ه2ـ 

  هـ
 
 
 -  

2ـ ه

                              = �س لـــوه ـ   �س   [هـ
                             = )هـ2 * لـــوهـهـ2( - )هـ  * لـــوهـهـ ( - )هـ2 - هـ( = هـ2

ق  ق *  هـ = ق* هـ -   هـ  *  

�س    1 جا2�س( 
2 1 )�س +  

2 1 جا2�س( -   
2 1 )�س +  

2 �س = �س ×      �س جتا2�س  

1  جتا2�س( + جـ
4 1 �س2 -  

2   ( 1
2 1 جا2�س( -  

2 1 �س )�س +  
2   =                             

4

الحل
افر�س

�س  ق =   ق = �س                                                                       
1 جا2�س(

2 1 )�س +  
2 �س           هـ =  1 )1 + جتا2�س( 

2 �س =       هـ = جتا2�س   

3

�س جد   �س جتا2�س 
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�س  جد   �س2 جا�س 
الحل

افر�س
�س   ق  = 2�س    ق  = �س2                                      

�س                              هـ = - جتا�س  هـ = جا�س  
ق     وبا�شتخدام القاعدة :      ق *   هـ = ق * هـ -  هـ * 

�س 2�س جتا�س   �س= - �س2 جتا�س +    �س2 جا�س  
للاآخر؛   م�شتقة  اأحدهما  لي�س  اقترانين  تكامل حا�شل �شرب  يمثل  �س   2�س جتا�س  اأنَّ   لحظ 

لذلك ا�شتخدم التكامل بالأجزاء مرة اأخرى.
افر�س

�س    ق  = 2    ق   = 2�س                                     
�س                              هـ = جا�س هـ = جتا�س 

�س �س =   2�س جا�س -  2جا�س   2�س جتا�س    
وعليه فاإنََّّ 

�س 2جا�س   �س = - �س2 جتا�س + 2�س جا�س  -     �س2 جا�س  
                           = - �س2 جتا�س + 2�س جا�س + 2 جتا�س + جـ 

5

2
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س  �س                2(  �س لــوهـ�س3   1(  �س جا2 �س  

�س  
�س 

�س              4(   1- جتا2�س  3�س جا�س  
   π 

2

0
)3



279

4
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س   �س                                2(   �س2جتا4�س   1(  �س3 هـ�س  

�س �س                4(   �س2 )2�س + 1(5  3(  )�س2- �س( جا2�س  

 )Tabular Method( بطريقة اأخرى ت�شمى طريقة الجدول )ويمكن حل مثال )5
�س  وفي ما يلي تو�شيح لخطوات هذه الطريقة:لحل    �س2 جا�س  

: ق = �س2     , ل)�س( = جا�س على فر�س اأنَّ
1( ا�شْتَقَّ القتران ق عدة مرات حتى تح�شل على ) 0 (, واأدرج النتائج في العمود الأول كما في الجدول التالي.
2( اأجرِ التكامل للاقتران ل)�س( بعدد مرات تفا�شل )ق(, واأدرج النتائج في العمود الثاني من الجدول.

3( ار�شم اأ�شهمًا من مدخلة العمود الأول اإلى المدخلة 
الثانية للعمود الثاني ب�شكل قطري.

4( �شع اإ�شارة + و – بالتناوب على الأ�شهم بدءًا بـ ) + ( 
5( وبذلك يكون الناتج النهائي كما يلي :

�س= �س2 × – جتا�س – 2�س × – جا�س + 2 × جتا�س + جـ      �س2 جا�س  
                              = – �س2 جتا�س + 2�س جا�س + 2 جتا�س + جـ 

ملاحظة: حالات ا�شتخدام طريقة الجدول
حا�شل �شرب اقترانين اأحدهما كثير حدود, والقتران الآخر على اإحدى ال�شور الآتية:

1( جا اأ �س          2( جتا اأ �س           3( هـاأ �س               4( ) اأ�س + ب (ن , ن≠ - 1, اأ≠�شفرًا

3
جد كلاًّا من التكاملات الآتية :

�س  �س                  2(  �س )لــوهـ�س(2   1(  �س2 هـ�س  

هـ )اإجراء التكامل(ق)اإجراء التفا�شل(
جا�س�س2
– جتا�س2�س

– جا�س2
جتا�س�شفر

+

+
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افر�س
�س         1

3 ق =  1 �س                                 
3 ق=  

�س                         هـ = جا�س  هـ = جتا�س  

�س   1 جا�س  
3 1 �س × جا�س –  

3   = �س  1 �س جتا�س  
3    

1 جتا�س + جـ
3 1 �س × جا�س  +  

3   =     

1 جتا �س3 + جـ
3 1 �س3 × جا �س3 +  

3   =     

5
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س     �س                                2(   جا2�س هـجا�س   1(  قا2�س هـ ظا�س  

�س  3قا4�س لو هـظا�س  
   π 

3
 
 

  
   π 

4

�س                           4(  3(  جتا   2�س + 1  

�س  �س5 جتا�س3   جد    
الحل

�س  �س = 3�س2   افر�س �س = �س3  , ومنه   
�س 1 �س جتا�س  

3 �س( =    1 �س3 جتا�س3 )3�س2  
3 �س=    �س5 جتا�س3   

�س   1 �س جتا�س  
3   والآن ا�شتخدم طريقة التكامل بالأجزاء لإجراء تكامل المقدار    

6
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تحدّث اإلى زملائك عن كلٍّ مما ياأتي:
1( لماذا �شُميت طريقة التكامل بالأجزاء بهذا ال�شم؟

2( متى ت�شتخدم طريقة التكامل بالأجزاء؟

   تحدث

�س  هـ2�س جا�س    جد    
الحل

ق= 2هـ2�س  افر�س ق = هـ2�س                                   
�س                        هـ = - جتا�س   هـ = جا�س                

�س  تكامل بالأجزاء( هـ2�س جتا�س    �س        )  �س= -هـ2�سجتا�س + 2  هـ2�سجتا�س   هـ2�س جا�س     

�س( هـ2�س جا�س                               = -هـ2�سجتا�س + 2)هـ2�سجا�س -2 

1 هـ2�س جتا�س + جـ
5 2 هـ2�س جا�س -  

5 �س=  هـ2�س جا�س    ومنه 
حل مثال )7( بطريقة اأخرى.

7
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1( جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س  �س                 ب(   �س2 لــوهـ �س    )2�س + 1( جتا 3�س  
   π 

0
اأ   ( 

�س  �س جا �س     
�س                         د  (    جتا3 �س   5�س   �س + 3  

1

   
2       -

جـ( 

�س  
�س 

هـ2�س
�س                        و (    هـ(  قا2�س لـوهـ ظا�س  

�س   
�س                                ح(  جتا�س   لــوهـ جا�س   جتا  3    �س    ز  ( 

�س  �س               ي (  هـ �س جتا3�س   ط (  �س)جا�س + جتا�س(2  

�س  ) �س2 - 2�س(    �س + 3   �س                       ل (   لــوهـ )�س + 3(     
�س+3

ك (  

�س �س                       ن (   2 هـ�س  جا�س جتا�س    
م  (  قا2�س لــوهـ جا�س  

�س  
�س   هـ �س

)1 + �س(2  �س                   ع (    
�س(  )�س3 + 2�س( هـ�س   

�س       �س قَ)�س( 
2

1
�س = 3   ,  ق)1( = 5  ,  ق)2( = 8 , فاح�شب قيمة  ق)�س( 

2

1
2( اإذا كان  

3( اإذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق على مجموعة الأعداد الحقيقية ح  وكان 
�س    �س5   قَ)�س3 + 1( 

1

0
�س = 10 ,  ق)2( = 3  ,  ق)1( = -1 , فجد قيمة  ق)�س( 

2

1
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التكامل بالك�سور الجزئية 
Integration by Partial Fractions   ثالثًا

ن�شاط  
اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

 2
1( بيّن اأنَّ م)�س( = لـــوهـ |�س-1 |- لـــوهـ |�س+1 | معكو�س لم�شتقة القتران ق)�س(  =  �س2 -1 

�س   2
 2( جد     �س2 -1 

2
�س2 -1  ئ الك�شر    3( جزِّ

4( جد تكامل المقدار الناتج من تجزئة الك�شر في )3(, ماذا تلاحظ؟

�س    2
جد     �س2 -4 

الحل

2                                                تحليل المقام 
2 =  )�س - 2( )�س  + 2( 

   �س2  - 4 

ب   
اأ  +  �س +2 

2 =   �س -2 
افر�س :  )�س -2( )�س +2( 

 اأ )�س +2( + ب)�س - 2(         توحيد المقامات 
                                                    =  )�س - 2( )�س + 2( 

: من هذه الم�شاواة يمكنك ا�شتنتاج اأنَّ
2=  اأ )�س + 2( + ب)�س - 2(                                                        ت�شاوي ك�شرين لهما المقام نف�شه 

يمكنك اإيجاد اأ , ب بتعوي�س قيم محددة لـ �س, ولتكن اأ�شفار المقام
 1

2 عندما �س = 2 ← 2= 4 اأ ←  اأ =  

1
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�س                                       2
�س =   )�س -2( )�س +2(    2 

ومنه    �س2 -4 

�س     
1
2  

�س -    �س +2        
1
2  

                                   =   �س -2 

1 لـــوهـ|�س + 2| + جـ
2 1 لـــوهـ|�س-2| - 

2  =                                   

وت�شمى عملية اإجراء التكامل على هذا النحو بالتكامل بالك�شور الجزئية 

1
�س   5

�س2 - 4�س + 3   جد  

2

�س 4�س - 1  
�س2 + �س - 2  

4

2
 جد   

ملاحظة
1( عند تجزئة القتران الن�شبي يجب اأن تكون درجة الب�شط اأقل من درجة المقام.

2( عند تجزئة القتران الن�شبي يجب اأن يكون مقام كل من القترانات الجزئية عاملًا من عوامل 
مقام القتران الأ�شلي.

ثم  الطويلة  الق�شمة  باإجراء  نقوم  المقام,  ت�شاوي درجة  اأو  اأكبر من  الب�شط  اإذا كانت درجة   )3
ئ الك�شر.  نجزِّ

4( �شنناق�س في هذا الدر�س اقترانات ن�شبية مقامها من الدرجة الثانية, ويمكن تحليله.

 1-
2 عندما �س = -2 ← 2= -4 ب ←  ب =  
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ب 
اأ  +  �س + 2  

4�س - 1 =  �س -1  
)�س -1( )�س + 2(   4�س-1  =

�س 2 + �س - 2  

4�س – 1 = اأ ) �س + 2 ( + ب) �س – 1( 
بتعوي�س �س = 1      ,    تجد اأنََّّ  اأ  = 1

بتعوي�س �س = - 2  ,   تجد اأنََّّ ب = 3
اإذن 

�س   3
�س + 2  

4

2
�س +     1

�س -1  
4

2
�س =    4�س -1  

�س 2+ �س - 2  
4

2
  

 
4

  + 3لــوهـ|�س + 2| [2
4

= لــوهـ|�س - 1| [2
 81

8 = لــوهـ3- لــوهـ1 + 3  لــوهـ6 - 3 لــوهـ4= لــوهـ  

�س 2�س2+  3  
جد   �س2- �س   

الحل                                                                                       
لحظ اأنََّّ درجة الب�شط ت�شاوي درجة المقام؛ لذلك                

 اأجرِ عملية الق�شمة الطويلة؛ كما هو مو�شح جانبًا             

2�س+  3                                      
2�س2+  3 = 2 +  �س2- �س   

 �س2- �س   

2�س+  3  
ئ الك�شر  �س2- �س    جزِّ

ب   
+  �س-1  اأ

2�س+  3 =   �س 
2�س+  3 =  �س)�س - 1(   

 �س2- �س   

2
�س �س - 13  

2�س2 - 7�س + 3   جد   

3

2�س2       + 3
-2�س2- 2�س  
2�س +  3

�س2-�س
2

الحل
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  2�س +  3 = اأ )�س - 1( + ب �س
بتعوي�س �س = 0    تجد اأنَّ اأ  = - 3

بتعوي�س �س = 1  تجد اأنَّ ب = 5 

�س  
5

�س +    �س -1    3-
�س +     �س   �س =  2  2�س2 + 3 

اإذن     �س2- �س    

                                        = 2�س- 3لــوهـ|�س| + 5لــوهـ|�س-1| + جـ

3
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س     
�س3 + �س 
      �س -1   

3

 
2
�س            2(     

�س 2 + �س  + 5  
1(   �س 2 + �س   

4

�س   2
 جد    �س - 3  �س   - 4  

الحل
�س                          ا�شتقاق �شمني  �س =  افر�س �س =   �س  فتكون �س2 = �س   ,  ومنه 2�س 

�س     
4�س

�س2 - 3�س-4   �س =  2 * 2�س 
�س =   �س2 - 3�س -4     2

  �س - 3  �س   - 4  

�س فكانت اإجابة كلٍّ منهما كما ياأتي: 2�س2  
 قام كلٌّ من اأحمد وعلي باإيجاد    �س2 -1    

اأحمد : 2�س +  لـــوهـ|�س -1|  -  لـــوهـ|�س +1| + جـ
عــلي : لـــوهـ|�س - 1|  -  لـــوهـ|�س + 1| + جـ 

ناق�ش: )اأيّ منهما اإجابته �شحيحة( . مبررًا  اإجابتك. 

فكر وناق�ش
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�س 4�س 
ا�شتخدم الك�شور الجزئية لإيجاد  �س2 - 3�س - 4  

ب
اأ   +   �س+ 1 

4�س  =    �س - 4 
4�س   =  )�س- 4 ()�س + 1(  

 �س2 - 3�س - 4  

4�س =  اأ ) �س + 1( + ب) �س - 4(

  4
16           عندما �س = -1 فاإنََّّ ب =   5 

عندما �س= 4 فاإنََّّ  اأ =   5 

�س  
 4
  5

�س +    �س + 1    
 16
  5

�س =    �س - 4   4�س 
   �س2 - 3�س  -4  

5  4   لــوهـ|�س+1| +  جـ 16   لــوهـ|�س-4|  +   
  5   =                                          

5  4   لــوهـ|   �س + 1| +  جـ 16   لــوهـ|   �س - 4| +   
  5   =                                          

�س   
8هـ�س   

 جد   هـ2�س - 16   
الحل

�س �س =  هـ�س     افر�س �س = هـ�س     ,    ومنه   
�س      

   8
�س =     �س2  - 16      * هـ�س   

   8
�س =    )هـ�س(2- 16      

8هـ�س   
   هـ2�س - 16   

ب 
�س+4   اأ  +

�س-4   =   
   8

  =   )�س -4()�س+4(   
   8

 �س2  - 16   

8= اأ)�س+ 4( + ب)�س- 4( 

عندما �س= 4 فاإنَّ اأ =1         ,        عندما �س= -4 فاإنَّ ب = -1

�س     
   1-

�س +     �س  + 4       
   1

�س   - 4    �س =          
   8

    �س2  - 16   

= لـــوهـ|�س-4|- لـــوهـ|�س+4| + جـ = لـــوهـ|هـ�س   -4| - لـــوهـ|هـ�س  + 4| + جـ

5
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4
جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س    
  3   �س  - 1  

3  �س2 - 4    �س                     2(       
قا2�س    

1(   5ظا2�س - 3ظا�س- 2   

�س     
  �س  + 1 - 1  

�س + 1 + 1    
3

0
 )3

تحدث اإلى زملائك عن كلٍّ مما ياأتي :
1( لماذا �شُميت طريقة التكامل ال�شابقة بالتكامل بالك�شور الجزئية؟

2( متى ت�شتخدم طريقة التكامل بالك�شور الجزئية؟

   تحدث
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جد كلاٍّ من التكاملات الآتية:

�س    
2�س  

 �س2 - 4�س- 12   
3

1
�س                        2(     

  7
   1(    �س 2 - 3�س -10   

�س �س 3 + 4�س - 8  
�س                          4(    �س2- 9 |1 - �س|  

�س2 - 5�س + 6   
1

1-
  )3   

�س  
ظا�س 

�س                     6(      25 - )لــوهـجتا�س(2  
3�س 2+ 3  

 3�س2 - �س -4
1

0
   )5   

�س  
هـ3�س 

2ـ�س  - 3هـ�س     - 4 �س                                       8(       ه  
 1

   7(   هـ�س+ 1

�س  
جتا�س 

�س                                  10(      1 + 3جا�س - جتا2�س    
�س 

 �س - 4
16

9
   )9   

�س   �س 
�س                         12(     �س4 + �س2 11(     لــوهـ )�س2 - 9( 

�س  
�س - 2  + 1 

                               14(      4�س -  8 - 2
�س

 �س - 3   �س  + 2
16

9
   )13

�س قا2�س  
�س                                    16(      5- قا2�س 15(      1- هـ�س  

   
�س

�س )لــوهـ�س(2 - 4�س �س                            18(        جتا�س  
 8 + جتا2�س

   π 
2
 
 

  
0
   )17
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تطبيقات التكامل
Applications of the Integral الفصل الثالث

الـمـ�ساحة 
Area 

أولًا  

  ت�شتخدم التكامل لإيجاد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين ثلاثة منحنيات على الأكثر.
  تـحلّ معادلت تفا�شلية.

  تـحلّ م�شائل في مواقف حياتية تت�شمن علاقات �شمنية.

ال�شكل )4-10( يمثل الواجهة الأمامية لأحد المباني
و�شكل المدخل لهذا المبنى يمثله منحنى 

المنطقة  لدهان  الكلية  التكلفة  ما   , �س2 
  2  -8 = ق)�س( 

الملوّنة باللون الأزرق؛ اإذا علمت اأنَّ �شعر الدهان للوحدة 
المربعة )40( قر�شًا؟ 

الدر�س  اأو دائرة, وفي هذا  �شابقًا ح�شاب م�شاحة منطقة م�شتوية على �شكل م�شلع  تعلمت 
�شتتعلم كيفية ح�شاب م�شاحة منطقة مح�شورة بين اأكثر من منحنى ل يمكن ح�شابها بالطرق المعتادة.

اإيجاد م�شاحة منطقة  مح�شورة بين منحنى اقتران ومحور ال�شينات

اعتمادًا على ال�شكل )4-11( الذي يمثل منحنى القتران 
ق)�س( = 2�س + 5 في الفترة ]-1 , 3[ 

اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:
1( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران ق ومحور

     ال�شينات والم�شتقيميْن �س =  -1 , �س = 3

ال�شكل )10-4(

ال�شكل )11-4(

1
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�س |ق)�س(| 

3

1 -
2( جد  

الحل
1( لحظ اأنََّّ المنطقة المطلوبة على �شكل �شبه منحرف

1  ) مجموع طولي القاعدتين المتوازيتين( × الرتفاع
2  م =  

1  ) ق)-1( + ق)3( ( × ) 3 – ) -1( ( 
2  م =  

1  ) 3 + 11( ) 4 ( = 28 وحدة م�شاحة
2 م =  

   
3

1- �س = �س2 + 5�س [ )2�س+5(
3

1-
�س  =  |ق)�س(| 

3

1-
)2 

28 = ) 5 -1 ( – ) 15 + 9 ( =   
ماذا تلاحظ؟

اعتمادًا على ال�شكل ) 4 – 12 ( الذي يمثل منحنى 
ق)�س( = 2�س – 8 في الفترة ] 2 , 5[ اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( اح�شب م�شاحة المنطقة المظللة.
�س |ق)�س(| 

5

2
2( جد  

الحل
لحظ اأنََّّ المنطقة المطلوبة عبارة عن منطقتين, كل واحدة على �شكل مثلث, اإذن

1  × طول القاعدة  ×  الرتفاع
2 م1=  

1  × )4 – 2 ( × 4 = 4 وحدة م�شاحة
2  =    

1  × 1 × 2 = 1 وحدة م�شاحة
2 م2= 

ولكن  م = م1 +  م2
م = 4 + 1 = 5 وحدة م�شاحة

�س  )2�س - 8( 
5

4
�س +  )8 - 2�س(  

4

2
�س =   |ق)�س(| 

5

2
 )2

 
5
4   + �س2 – 8�س [

4
2                               = 8�س – �س2[

ال�شكل )12-4(

2
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اتبع  فترة محددة؛  ال�شينات في  القتران ومحور  منحنى  المح�شورة بين  المنطقة  م�شاحة  لإيجاد 
الخطوات الآتية:

1( ار�شم منحنى القتران, وحدّد المنطقة المطلوبة.
ئ المنطقة المطلوبة ح�شب موقعها من محور ال�شينات ) فوق محور  2( جد اأ�شفار القتران, ثم جزِّ

ال�شينات, تـحت محور ال�شينات(.
3( اح�شب م�شاحة كلِّ منطقة جزئية على حدة؛ با�شتخدام التكامل مع النتباه اإلى اأنَّ قيمة الم�شاحة 

يجب اأن تكون موجبة.

)32 – 16( – )40– 25( + )4 – 16(– ) 16 – 32( =       
5 =       

ماذا ت�شتنتج؟
لبد اأنَّك لحظت في المثالين )1( , )2( اأنَّ م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران ق 

�س |ق)�س(| 
ب

اأ
ومحور ال�شينات والم�شتقيمين �س = اأ , �س= ب ,   ت�شاوي 

قاعدة

اإذا كان ق اقترانًا قابلًا للتكامل في الفترة ] اأ , ب[ فاإنَّ م�شاحة المنطقة ) م ( المح�شورة بين 
�س     |ق)�س(| 

ب

اأ
منحنى القتران ق ومحور ال�شينات في الفترة ]اأ , ب[ تُعطى وفق القاعدة  م = 

ال�شكل )13-4(

3
جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران

ق)�س( = 9 – �س2 و محور ال�شينات على الفترة]0, 4[
الحل

المنطقة المظللة في ال�شكل )4- 13( تمثل الم�شاحة المطلوبة
 

4( اجمع الم�شاحات التي ح�شلت عليها في خطوة )3(, وبذلك 
تكون قد ح�شلت على م�شاحة المنطقة المطلوبة.
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1
جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى ق)�س( =2-   �س , وكلٍّ من محوري ال�شينات وال�شادات.

اإذا كان ق)�س( = جا�س , �س  ]π2 ,0 [ فجد كلاًّا مما ياأتي :
]π2,0[  1( م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران ق ومحور ال�شينات في الفترة

�س  ق)�س( 
π2

0
   )2
الحل

1( ال�شكل ) 4-14( يو�شح منحنى القتران ق والمنطقة المطلوبة
�س  | ق)�س(|  

π2

0
م = 

�س  | جا�س |  
π2

0
  = 

�س - جا�س  
π2

π
�س+    جا�س  

π

0
  =

  π2
π π   + جتا�س  [

0
= – جتا�س [

)) π(جتا –)π2(جتا ( + ) )(+ جتا)�شفرπ(جتا –( =
= ) 1 + 1( + ) 1 + 1( = 4 وحدة م�شاحة

                       
π2

0
�س = – جتا�س[  جا�س  

π2

0
�س =   ق)�س( 

π2

0
   )2

�س  |ق)�س(|
4

0
م =  

�س  )�س2 - 9( 
4

3
�س +   )9 - �س2(

3

 0
  =   

4

3   -  9�س [
�س3
3   + 

3

0   + 9�س[
- �س3

3   =   

)27  – 9 ( – )36 –  64
3    = )– 9 + 27( -  �شفر + ) 

64 وحدة م�شاحة
3   =   

4

ال�شكل )14-4(

= )– جتا)π 2(+ جتا)0(( = )– 1 + 1( = �شفرًا
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2

3

المح�شورة  المنطقة   )15-4( ال�شكل  يمثل 
بين منحنى القتران ق, ومحور ال�شينات في 
الفترة ] اأ , ب [ فاإذا علمت اأنَّ م�شاحة المنطقة 
) م1( ت�شاوي ) 8 ( وحدات مربعة, وم�شاحة 
المنطقة ) م2( ت�شاوي ) 5 ( وحدات مربعة 

�س. ق)�س(
ب

اأ
فجد  

جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران ق)�س( = جتا)π�س( ومحور ال�شينات في 
الفترة ]0 , 2 [

اإيجاد م�شاحة منطقة مح�شورة بين منحنيين

اعتمــادًا علــى ال�شــكل )4-16( الــذي يمثــل منحنــى 
ق)�س( = 4 - �س2 , والم�شتقيم ل)�س( = �س + 2

اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:
1( جد م�شاحة المنطقة )م1( المح�شورة بين  منحنى القتران  

      ق ومحور ال�شينات في الفترة ]-2 , 1[
2( جد م�شاحة المنطقة )م2( المح�شورة بين منحنى القتران

     ل ومحور ال�شينات في الفترة ]-2 , 1[
3( جد قيمة م1 -  م2

�س, ماذا تلاحظ؟ )ق)�س( - ل)�س((  
1

2 -
4( جد قيمة 

ال�شكل )15-4(

ال�شكل )16-4(

5

ناق�س مع زملائك الإجابات التي ح�شلت عليها في فرعَي مثال )4(.
فكر وناق�ش
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الحل
1( ال�شكل ) 4-17( يو�شح منحنى القتران ق والمنطقة المطلوبة

1

2-] �س3
3 �س = 4�س -   )4- �س2( 

1

2-
      م1 = 

8 (= 9 وحدات م�شاحة
3   + 8 –( –  ) 1

3  – 4( =     
2( ال�شكل ) 4-18( يو�شح منحنى القتران ل والمنطقة المطلوبة

  
1

�س2 +2�س[-2
2 �س =  )�س+ 2( 

1

2-
      م2 = 

1  + 2 ( – ) 2 – 4 ( =  4.5 وحدة م�شاحة 
2 ( =         

3(  م1 – م2  = 9 – 4.5 = 4.5 وحدة م�شاحة 

�س ))4- �س2( - )�س + 2((   1

2  -
�س= )ق)�س( - ل)�س((  

1

2  -
)4

1
2-] �س2

2 �س3 - 
3 �س= 2�س -   ) 2 -  �س2 - �س( 

1

2-
 =     

8 - 2(  = 4.5 وحدة م�شاحة
3   + 4-( – ) 1

2   -  1
3   - 2 ( =     

لبد اأنَّك لحظت اأنَّ م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى 

�س )ق)�س( - ل)�س(( 
1

2-
القتران ق والم�شتقيم ل)�س( في الفترة ]-2 , 1[ هي : 

ال�شكل )17-4(

ال�شكل )18-4(

قاعدة

اإذا كان ق, هـ اقترانين مت�شلين على الفترة ] اأ , ب[ وكان ق)�س(≤ هـ )�س( لكل �س   ] اأ , ب[ 

�س      )     ق)�س( - هـ)�س((  
ب

اأ 
فاإنََّّ م�شاحة المنطقة المح�شورة بينهما في الفترة ] اأ , ب [ هي: م = 

لإيجاد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيين؛ اتبع الخطوات الآتية:
1( جد نقط تقاطع المنحنييْن.

د المنطقة المطلوب ح�شاب م�شاحتها. 2( ار�شم منحنى كلِّ اقتران, وحدِّ
3( اح�شب م�شاحة كلِّ منطقة جزئية على حدة با�شتخدام التكامل المحدود.

4( اجمع م�شاحات المناطق الجزئية التي ح�شلت عليها في خطوة )3(, فيكون الناتج الم�شاحة المطلوبة.
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6

7

جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران
ق)�س( =  �س2 ومنحنى القتران ل )�س( = 4�س + 5

الحل
جد نقط تقاطع المنحنيين 

 �س2 = 4�س + 5, ومنه �س2 -4�س - 5 = �شفرًا
)�س- 5( )�س + 1( = �شفرًا ,منه �س =5 , �س= -1

نقط التقاطع هي:)-1,1( , )25,5( 
]5 ,1-[ لحظ اأنََّّ ل)�س( ≤ ق)�س( لكلِّ �س  

انظر ال�شكل)19-4(

4
جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القترانين ق)�س( =  4�س2-3�س , هـ)�س(=5�س

ال�شكل )19-4(

�س )4 �س+ 5 - �س2(
5

1-
�س=  )ل)�س( - ق)�س(( 

5

1-
م =

) 1
3   +5 - 2( - ) 125

3   - 25+50( =
5

1-] �س3
3   =2�س2 + 5�س- 
  =36 وحدة م�شاحة

جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران ق)�س( =  جتا�س , والقطعة الم�شتقيمة الوا�شلة 
)0, π

  2
بين النقظتين )1,0( , )

الحل
�س2 - �س1  

�س2 - �س1 ,0(: ميل الم�شتقيم =   π
  2

اأولً جد معادلة الم�شتقيم المار بالنقطتين )1,0(, )

   
  2- 

  π   =  
  1 - 0

   
0 -  

π
  2

  =

 -2  �س  + 1
  π ( ومنه �س=   π

  2  -2   )�س -  
  π معادلة الم�شتقيم: �س = 
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انظر ال�شكل )4 – 20(

�س    �س-1( 
  2 
  π  )جتا�س +  

   π 
2

0
�س=   )ق -�س( 

   π 
2

0
 م =  

( وحدة م�شاحة π
  4   -1( =  

π
2
0
�س2  - �س [

π  = جا�س + 
ال�شكل )20-4(

8

5
جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القترانين ق)�س( = 1 + جا�س, 

 .] π3
  2  , π

  2 هـ)�س( = 1 + جتا�س في الفترة ]

جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيي القترانين
] π , 0 [ ق)�س( = جـا�س, هـ)�س( = جتا�س في الفترة 

الحل
]  π , 0 [ جد نقط تقاطع المنحنيين في الفترة

   π
  4 بتعوي�س جا�س = جتا�س ومنها �س =

انظر ال�شكل )4 – 21(

�س    )جتا�س - جا�س( 
   π 

4

0
�س=   )هـ - ق( 

   π 
4

0
م1 =  

(-1=  ) 2  - 1( وحدة م�شاحة 1
2   +  1

2  ( =
π
4

0
     = )جا�س + جتا�س([

 
π

π
4
�س = )-جتا�س - جا�س([  )جا�س - جتا�س( 

π

 
π
4
�س=   )   ق - هـ( 

π

 
π
4
م2 =  

( = )1 +  2  ( وحدة م�شاحة 1
2   -  1

2  -( -  1 =     

اإذن الم�شاحة المطلوبة هي:  م = م1 + م2
ومنه م =  2 –1 + 1 +   2 = 2  2 وحدة م�شاحة

ال�شكل )21-4(
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جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيات القترانات الآتية:
1 �س  ,  ل)�س( = 6 – �س 

2 ق)�س( =  – �س3  , هـ )�س( =  
الحل

1( ار�شم منحنيات القترانات الثلاثة وحدّد المنطقة
المطلوبة انظر ال�شكل ) 4 – 22 (

2( جد نقط التقاطع بين كلِّ منحنيين .
لتجد نقط التقاطع بين ق, هـ:

حُلَّ المعادلة  
1 �س = 0 

2 1 �س ,  �س3 +  
2 – �س3 =  
ومنه �س= 0 

اأي اأنَّّ نقطة التقاطع بين منحنيي القترانين ق, هـ هي ) 0 , 0 ( 
لتجد نقط التقاطع بين ق, ل:

حُلَّ المعادلة :
– �س3 = 6 – �س , �س3 – �س + 6 = 0 

)�س + 2( ) �س2 –2�س + 3 ( = 0   ومنه �س= – 2    
اأي اأنَّّ نقطة التقاطع بين منحنيي ق, ل هي )– 2 , 8 (

لتجد نقاط التقاطع بين ل، هـ:

ال�شكل )22-4(

 اإيجاد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين  ثلاثة منحنيات
لإيجاد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين ثلاثة منحنيات؛ اتبع الخطوات الآتية:

1( ار�شم منحنى كلِّ اقتران وحدد المنطقة المطلوب ح�شاب م�شاحتها.
ئ المنطقة المطلوب ح�شاب م�شاحتها اإلى مناطق جزئية؛ بحيث تكون كلٌّ منها مح�شورة  2( جزِّ

بين منحنيين, اأو منحنى ومحور ال�شينات.
3( جد الإحداثيات ال�شينية لنقط تقاطع المنحنيات مع بع�شها ومع محور ال�شينات.

4( جد م�شاحة كلِّ منطقة جزئية, ثم جد الم�شاحة المطلوبة بجمع م�شاحات المناطق الجزئية.
9



299

 

ال�شكل )23-4(

حُلّ المعادلة:
1 �س  ومنه �س = 4 

2 6 – �س =  
اأي اأنَّ نقطة التقاطع بين منحنيي ل, هـ هي ) 4 , 2 (
ئ المنطقة المطلوب ح�شاب م�شاحتها اإلى جزاأين: 3( جزِّ

م1: المنطقة المح�شورة بين منحنيي ل , ق في ] -2 , 0[
م2: المنطقة المح�شورة بين منحنيي ل , هـ في ] 0 , 4[

4( اح�شب الم�شاحة كما تعملت في الأمثلة ال�شابقة

�س )6 - �س + �س3( 
0

2   -
�س=  )        ل)�س( - ق)�س(( 

0

2-
م1= 

 = �شفر – ) -12 – 2 + 4 ( = 10 وحدات م�شاحة
0

2-] �س4
4 �س2 +  

2     = 6�س- 

�س 3�س ( 
2  - 6   (

4

0
�س=  �س ( 

2 )   6- �س -  
4

0
�س=  ) ل)�س( - هـ)�س(( 

4

0
م2= 

 = )24 – 12( – �شفر = 12 وحدة م�شاحة 
4

0 3�س2 [
4     = 6�س -  

ولكن م  =  م1+  م2   ومنه م =  10 + 12 = 22 وحدة م�شاحة

جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيات القترانات الآتية:
ق)�س( = �س2 – 1  , هـ)�س( = 1 – �س , ل)�س( = 3 

6

10
جد م�شاحة المنطقة المظللة في ال�شكل ) 4 – 23( 

 حيث ق)�س( = �س2 – 4 �س
هـ)�س( = 5�س 

 ل)�س( = 5
الحل

جد نقط التقاطع بين منحنيي ل, هـ:
5�س = 5 ←  �س = 1 
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اإذن نقطة التقاطع بين منحنيي القترانين ل, هـ  هي:)1 , 5 ( 
جد نقطة التقاطع بين منحنيي القترانين  ل , ق:

�س2 –4 �س = 5, �س2 –4�س – 5 = �شفرًا,  ) �س – 5 ( ) �س + 1( = �شفرًا 
�س= 5,  �س = – 1 تهمل )لماذا؟( اإذن نقطة التقاطع بين منحنيي ل, ق هي: ) 5 , 5 ( 

لحظ اأنَّ : م  =  م1 +  م2  
�س                                    لماذا؟ )- �س2 + 4�س( 

1

0
م1= 

5  وحدة م�شاحة
3   = 2 +  1-

3   =
1
0  + 2 �س2 [

�س3
3   - =    

�س )5 - �س2 + 4�س( 
5

1
�س=  ) ل)�س( - ق)�س(( 

5

1
م2= 

80       وحدة م�شاحة
3   = )2 +   13   - 5( - )50 +  125

3   - 25( =
5
1 �س3 + 2 �س2 [

3    = 5�س - 

85   وحدة م�شاحة
3   =  80

3   + 5
3 ولكن م  =  م1 +  م2   ومنه م = 

7
حُلَّ الم�شاألة الواردة في مقدمة الدر�س.

حُلَّ مثال ) 10 ( بطريقة اأخرى, وناق�س الحل مع زملائك.
فكر وناق�ش
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1( اكتب التكامل المحدود الذي يعبرعن م�شاحة المنطقة المظللة في كلٍّ من الأ�شكال الآتية:

ال�شكل )24-4(

ال�شكل )26-4(

ال�شكل )28-4(

ال�شكل )25-4(

ال�شكل )27-4(

�س= �س-2

ال�شكل )29-4(
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2   ( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران ق)�س( = 4�س3 – 4�س , ومحور ال�شينات .
3   ( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيي القترانين ق)�س( = 4�س3 – 3�س , هـ)�س( = 5�س

منحنى ق)�س( ومحور  بين  المح�شورة  المنطقة  م�شاحة  كان ق)�س( = 3�س2 -3, جد  اإذا   )   4
ال�شينات والم�شتقيمين �س= - 3 , �س= 2 

5  (  جد م�شاحة المنطقة الواقعة في الربع الأول و المح�شورة بين الم�شتقيم �س = 8�س , ومنحنى 
القتران �س = 9 – �س2 ومحور ال�شينات.

6  ( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيي القترانين ق)�س( = جا�س , هـ)�س( = جا2�س 
الواقعة في الربع الأول.

 , 2
�س 7   ( جد م�شاحة المنطقة الواقعة في الربع الأول المح�شورة بين منحنى القتران ق ) �س ( = 

ومحور ال�شينات و الم�شتقيم 2�س – �س = 0 , والم�شتقيم هـ – �س = �شفرًا ) هـ : العدد النيبيري (
8  ( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران ق)�س( = 1 – �س2 , ومحور ال�شادات 

والم�شتقيم �س + �س = 5 و الم�شتقيم �س = �س – 1
9  ( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيي القترانين ق) �س( = 1 + �س3 , ل) �س( = �س2 + 5 

والم�شتقيمين �س + �س – 1 = 0 , 3 – �س = 0
10( جد م�شاحة المنطقة الواقعة في الربع الأول المح�شورة بين منحنى القتران 

  ق)�س( = �س2 – 4 , والم�شتقيم �س = 2 �س + 4 , والمحورين الإحداثيين.
11( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى العلاقة �س2 = 4�س والم�شتقيم �س – �س= 3 

12( جد م�شاحة المنطقة المظللة في ال�شكل ) 4 – 30 ( حيث ق)�س( = | �س – 2 | , 
  هـ)�س( =    �س  

ال�شكل )30-4(
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13( معتمدًا ال�شكل )4 – 31( الذي يمثل منحنى القتران ق)�س( في الفترة ] 0, 3 [ اإذا كانت 
م�شاحة المنطقة )م( ت�شاوي 6 وحدات مربعة

�س )2- ق)�س(( 
3

0
فجد 

ال�شكل )31-4(

ال�شكل )32-4(

14( معتمدًا ال�شكل ) 4 – 32 (,اإذا كانت م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنى القتران 
ق) �س( ومحور ال�شينات ت�شاوي ) 14 ( وحدة مربعة 

�س ق)�س(
0

 اأ
�س= 6 فما قيمة  ق)�س( 

ب

0
وكان 
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المعادلت التفا�سلية 
Differential Equations   ثانيًا

اإذا كان ميل المما�س لمنحنى علاقة عند النقطة )�س , �س ( ي�شاوي 2 �س �س, فجد 
قاعدة العلاقة �س.

يمكن اإيجاد قاعدة العلاقة �س كما ياأتي :
�س  = 2�س �س           لماذا؟   

  �س

وت�شمى هذه المعادلة بالمعادلة التفا�شلية
�س        ف�شل المتغيرات        �س  = 2�س 

�س
لـــوهـ |�س| = �س2 + جـ       اإجراء التكامل للطرفين   

|�س| =هـ�س2+جـ    ومنه | �س | = جـ1 هـ�س2     |�س| = هـ�س2* هـجـ  = جـ1 هـ�س2 

حُلَّ المعادلة التفا�شلية : 

�س                                                     = ) 2�س + 1(  �س  2 
1- �س  

الحل  
�س           �شرب طرفي المعادلة بـ ) 1– �س (   �س= ) 1 – �س ( ) 2�س + 1(  2

�س           اإجراء التكامل غير المحدود لطرفي المعادلة  �س =  )-2�س2 + �س + 1(  2  

�س2 + �س + جـ1 
2 -2�س3 + 

3 2�س = 

1

المعادلة التفا�شلية: هي معادلة تحوي على م�شتقات اأو تفا�شلات .
ويق�شد بحلّ المعادلة التفا�شلية اإيجاد علاقة تربط بين المتغير �س و المتغير �س, بحيث تحقق المعادلة.
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1

�س �س =   �س+ �س  حُلَّ المعادلة التفا�شلية: جتا2�س 
الحل

�س في طرف اآخر �س في طرف والمقدار الذي يحوي  اجعل المقدارين اللذين يحويان 
�س    �س = - �س  �س –  جتا2�س 

�س عاملًا م�شتركًا   �س     اإخراج  �س = - �س  ) جتا2�س – 1( 

�س       ق�شمة طرفي المعادلة على ) جتا2�س – 1 ( * �س   -
جتا2�س-1   �س  =  

�س  

�س       لماذا؟ �س  =  قتا2�س   
�س

�س       اإجراء التكامل غير المحدود لطرفي المعادلة  �س  =  قتا2�س   
�س  

 لــوهـ|�س| = - ظتا�س+جـ 
|�س| =هـ - ظتا�س+جـ1 ومنه  |�س|= هـ -ظتا�س * هـجـ1

|�س| = جـ هـ- ظتا�س                                                                                    جـ = هـ جـ1                                               

حُلَّ المعادلة التفا�شلية:
�س  �س = هـ- �س )�س2 + �س – 12 (  )�س2 – 3�س ( 

 

3
 2�س + 1
اإذا كان ميل المما�س لمنحنى علاقة عند النقطة )�س, �س( ي�شــاوي    3�س - 2

فجد قاعدة هذه العلاقة؛ اإذا علمت اأنَّ منحناها يمر بالنقطة )1, 4 (.

جـ1      ق�شمة طرفي المعادلة على 2 
2 �س  +  

2 �س2 + 
4 - �س3 + 

3 �س =  
جـ1
3 �س  + جـ     حيث جـ = 

2 �س2 + 
4 - �س3 + 

3 �س =  

2
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4
ي�شير جُ�شيم على خط م�شتقيم وفق العلاقة ت = 2  ع  , حيث ع < �شفر , ت: ت�شارع الج�شيـم, 

ع: �شرعة الج�شيم. فاإذا كانت �شرعة الُج�شيم عند بدء حركته 9م/ث فجد الم�شافة التي يقطعها الج�شيم 
64 متر في اأول ثانية من حركته.

3 بعد )3( ثوانٍ من بدء حركته؛ علمًا باأنَّه قطع م�شافة قدرها  
الحل

64 متر
3 المعطيات: ت = 2  ع  , ع)0( = 9م/ث , ف)1( = 

المطلوب : اإيجاد ف)3(
ن   ع  =  

ع  = 2  ع  ومنه     2   ع   
ع  ,    ن   

ت =    ن
 

2
اإذا كان ميل العمودي على المما�س لمنحنى العــــلاقة �س عند النقطة )�س, �س( ي�شـاوي

�س   3 + لــوهـ�س , فجد قاعدة العلاقة �س علمًا باأنَّ منحناها يمر بالنقطة ) هـ , 4(, حيث 
هـ :  العدد النيبيري

 + جـ
1
2 1  * 2 )3�س-1(

3   = 
1
2 1  * 2)2�س+1(

2  

2    3�س - 2 + جـ 
3   2�س + 1 =  

 ولكن المنحنى يمر بالنقطة ) 1 , 4( 
7
3 2   3 * 1 - 2 + جـ , جـ =  

3 ومنه   2 * 4 +1 =  

 7
3 2   3�س - 2  +  

3   2�س + 1 = 

�س  
1-
2 �س = )3�س - 2(   

1-
2  )2�س + 1(

الحل
�س     

�س ميل المما�س = 

�س
�س  =  3�س - 2

 2�س + 1 ,  2�س + 1
�س  =  3�س - 2   

�س  
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4

  + جـ1 ...... )2(
)ن + 3(3

3 ف =  
64  بالتعوي�س في معادلة )2(,

3  لكن ف)1( =  

  + جـ1
)ن + 3(3

3  = 64
3

   
)ن + 3(3

3 جـ1 = 0 , ومنه  ف =  

   ← ف)3( = 72 م
3)3 + 3(

3 ف)3( =  

اأي الم�شافة التي قطعها الُج�شيم بعد ) 3 ( ثوانٍ من حركته ت�شاوي 72 م. 

قُذفت كرة من قمة برج ارتفاعه )45( متًرا عن �شطح الأر�س اإلى اأعلى ب�شرعة ابتدائية مقدارها
)40( م/ث وبت�شارع مقداره )–10(م/ث2. جد الزمن الذي ا�شتغرقته الكرة لتعود اإلى �شطح الأر�س.

ن  ف= )ن+3( 2    ف  = )ن + 3(2   ,  ومنه 
  ف  ,  ن

ولكن ع =  ن
ن  ف = )ن + 3( 2    

لكن ع)0( = 9 بالتعوي�س في معادلة )1( , 3 = 0 + جـ  , ومنه  جـ = 3 
ع = )ن + 3(2     لماذا؟ 

ن ع =   
1-
2 1 * ع

2   

  = ن + جـ   ...... )1( 
1-
2  ع

 ي�شير جُ�شيم على خط م�شتقيم وفق العلاقة ت =   ع , حيث ع < 0 ,  ت: ت�شارع الـجُ�شيم,  
ع: �شرعة الـجُ�شيم. فاإذا كانت �شرعة الـجُ�شيم عند بدء حركته 9م/ث, وقطع م�شافة )80( 

متًرا في )4( ثوانٍ.  فجد الم�شافة التي قطعها الـجُ�شيم بعد ثانيتين من بدء حركته.

3
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1( حُلَّ كلاًّا من المعادلت التفا�شلية الآتية:

�س = 0 �س - �س          اأ   ( �س3  

�س �س = جتا�س   �س - 3  ب( 

�س  جتا2�س = 0  
�س جـ( هـ-�س جا�س - 

�س=0  �س  
2 �س- جا2  �س  

2  د ( قا2 
�س  = 1 – �س + �س2 – �س �س2  

�س هـ ( 

�س  = هـ-2�س )�س+1( )�س2 – 9 (  
�س  و ( )�س2 + 3�س(  

الزمن وفق  تتناق�س بمرور  قيمتها  اإذا كانت  دينار,  ال�شراء ) 2500(  قيمتها عند  اآلة �شناعية   )2
-500 حيث ق : قيمة الآلة بعد ن �شنة من �شرائها, فاح�شب قيمة هذه 

)ن +1(2   ق  = 
العلاقة    ن

الآلة بعد ) 3 ( �شنوات من �شرائها.

 
هـ�س- �س

هـ�س  +1   3( اإذا كان ميل المما�س لمنحنى العلاقة �س عند النقطة )�س ,�س( ي�شاوي 

ال�شكل )33-4(

حيث هـ: العدد النيبيري . 
فجد قاعدة العلاقة �س علماً باأنَّ منحناها يمر بالنقطة ) 1, 0( 

ال�شرعة  بين  العلاقة   )33–4( ال�شكل  يمثل   )4
والزمن لج�شم يتحرك على خط م�شتقيم فجد 

الم�شافة المقطوعة في الفترة الزمنية ] 0 , 7 [
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5 ( ابتداأ جُ�شيم الحركة من نقطة الأ�شل على مـحور ال�شينات وفقا للعـلاقة ت = -4ع   , حيث 
ُـ�شيم فاإذا كانت �شرعته عند بدء الحركة 4�شم/ث.  ُـ�شيم , ع: �شرعة الج       ع < 0 ,  ت: ت�شارع الج

اأثبت اأن ف= 2ن     ع .
6( قذف ج�شم راأ�شيًّاا لأعلى ب�شرعة ابتدائية مقدارها )40(م/ث وبت�شارع مقداره )–10( م/ث2, 
اإذا كان ارتفاعه عن �شطح الأر�س بعد ثانية  واحدة من بدء حركته ي�شاوي )80(متًرا, فجد 

اأق�شى ارتفاع و�شل اإليه الج�شم.

ال�شكّان,  , حيث ع: عدد    ع  = 0.025 ع 
العلاقة   ن مدينة ح�شب  �شكان  يزداد عدد   )7

ن: الزمن بال�شنوات, اإذا علمت اأنَّ عدد �شكان المدينة بلغ ) 200000( ن�شمة عام )2015(, 
فجد عدد �شكّانها بعد )40( عامًا.

3
2
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1( جد كلاًّا من التكاملات الآتية:

�س �س قا2 �س - �س ظا2 �س    
�س                                 ب(  3    �س   4�س + 1 

3

2
 اأ  ( 

�س  �س                         د   (  ظتا�س لــوهـ جا�س       
   �س2 -  �س4

جـ (    �س5  

�س �س                            و (    قا4�س لــوهـ ظا�س  )�س8 - 4�س(6   هـ ( 

�س    هـ�س     
هـ2�س + 2هـ�س  +1

1

0
�س                         ح (   ز (  3 2�س5 -  �س2   

�س    �س3    
�س                            ي (     2�س4 + �س8  جا) لــوهـ �س(  ط ( 

�س �س                     ل (  لــوهـ)�س2 + 2�س(      3
 4�س + 12 - 

ك (    �س + 3 + 3  

�س   قا�س = 0  
�س 2( حُلَّ المعادلة التفا�شلية   3ظا�س - 

�س    
�س 3( اإذا كان  �س2= لـــو  �س �س- هـ        , فجد  

4( اإذا كان م)�س( = �س3 + ب �س2 - 1 معكو�شًا لم�شتقة القتران ق)�س( , ق)2( = 24 , فجد 
قيمة الثابت ب.

5( اإذا كان م)�س( ,هـ)�س( معكو�شين لم�شتقة القتران ق)�س( ,

�س  2�س هـ)�س(
0

4
�س +   2�س م)�س( 

4

0
�س = 12 ,  فجد     )م)�س( – هـ)�س(( 

3

 1               -
      وكان

�س 3ق)�س( 
3

1
�س = 14 , فجد   م (  2م  

2

0
)2ق)�س( +  

1

3
6( اإذا كان  

�س, فجد قَ)�س( �س (  2�س 
1

0
7( اإذا كان ق)�س( = �س2 -    )3�س2 -  

�س2
هـ 
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لأحد  الأمامية  الواجهة  يمثل  ال�شكل)34-4(   )13
منحنى  �شكل  على  المبنى  هذا  مدخل  المباني, 
التكلفة  ما   . �س2   1

  2  -  2  = ق)�س(  القتران 
الكلية لدهان المنطقة المظللة؟ اإذا علمت اأنَّ �شعر 
ال�شكل )4-34(دهان الوحدة المربعة ن�شف دينار.                      

9   (  ي�شير ج�شيم على خط م�شتقيم ح�شب العلاقة ت = اأ  3  ع   , ع < 0 , حيث ت :ت�شارع 
الج�شيم , ع:�شرعة الج�شيم. اإذا تحرك الج�شيم من ال�شكون, فجد قيمة الثابت  اأ  التي تجعل 

�شرعته 8�شم/ث بعد )3( ثوانٍ من بدء حركته.

 هـ�س    
10( اإذا كان ميل المما�س لمنحنى العلاقة �س عند النقطة )�س , �س( ي�شاوي   1- جتا2�س 

  )0 , π
  4

فجد قاعدة العلاقة �س علمًا باأنَّ منحناها يمر بالنقطة )

11( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة في الربع الأول و المحدودة بمنحنى القتران 
  ق )�س(= 4 – �س2 , ومحور ال�شادات و الم�شتقيمين �س= �س – 2  , �س = 6 – �س

12( جد م�شاحة المنطقة المح�شورة بين منحنيات القترانات الآتية: 
3 , هـ ) �س ( = �س – 2 , ل ) �س ( = 3 

�س    ق) �س( = 

�س =20 , فجد   2ق)�س( 
4

1
�س = 18 ,    )4ق)�س( + 3( 

1

1   -
8  ( اإذا كان 

�س )2�س – ق)�س(( 
1-

4
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15( اعتمــادًا علــى ال�شــكل )4–36(  الــذي يمثــل منحنى
 القتران ق في الفترة ] -3 , 1[ حيث م1 = )10( وحدات

 مربعة, م2= )4( وحدات مربعة, فجد 

�س �س ق)1–�س2( 
2

0
 

16( اعتمد على ال�شكل )4 –37( الذي يمثل منحنى القتران 
ق)�س( في اإيجاد كلٍّ مّما ياأتي:

�س ق)�س( 
7

0
  اأ  ( 

�س |ق)�س(| 
7

0
ب( 

ال�شكل )36-4(

ال�شكل )37-4(

المبيّنتين في  المظللتين  المنطقتين  م�شاحتي  14( جد مجموع 
ال�شكل )4 – 35 ( حيث ق)�س( = 2�س3 ,  

هـ)�س( = 3 – �س ,ل )�س( = – 2�س

ال�شكل )35-4(

�س| ق)�س( 
7

0
جـ( |

17( جد كلاًّا من التكاملات الآتية:
�س �س                        ب(  �س 3  �س1+2   جا   �س جتا3    �س     اأ   ( 

�س ظتا�س قتا�س   
�س                د  (  9 -4قتا 2 �س    

قا 4 �س 
    ظا2�س - 3ظا�س + 2

   π3
4

0
جـ( 

�س �س                            و  (  جا3�س قتا�س   �س4هـ�س3+لــوهـ          
2

0
�س هـ ( 
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ال�شوؤال من )11( فقرة من نوع الختيار من متعدد, لكل فقرة ) 4( بدائل,  18( يتكون هذا 
واحد فقط منها �شحيح, �شع دائرة حول رمز البديل ال�شحيح:

�س= هـجا2�س - لــوهـ جتا�س-1,  )1( اإذا كان ق اقتراناً مت�شلًا على مجاله , وكان  ق)�س(
فاإن ق)0( ت�شاوي:

اأ  ( 1           ب( هـ                     جـ ( 2هـ                     د (  2
�س = �س5 + جا�س + 3 , فاإنَّ ق)�س( ي�شاوي: ق)�س(  )2( اإذا كان  

1 �س6 – جتا�س + 3�س +جـ
6 اأ   ( 5�س4 + جتـا�س                    ب(  

1 �س6 – جتا�س 
6 جـ( 5�س4–  جـتا�س                 جـ(  

اأكبر قيمة  ≥ 4 فما  ≥ ق)�س(  الفترة]-1 , 2[ وكان 1  اإذا كان ق اقترانًا معرفًا على   )3(
�س؟ 2ق)�س(  

2

1        -
للمقدار   

اأ ( 6                 ب( 24                 جـ ( 3                    د ( 12 

�س ي�شاوي: )2ق)�س(+ 3( 
3

1
�س = 4, فاإنَّّ ق)�س( 

1

 2      -    
�س = 10,  2ق)�س(  

3

 2    -  
)4( اإذا كان

اأ ( 5                  ب( 14                    جـ ( 8                   د (  24

�س ي�شاوي: َ  )�س(     قَ ) هـ )�س( ( × هـ
ب

اأ               
 )5(

اأ   ( ق) ب ( – ق) اأ (                         جـ( ق)هـ ) ب (( – ق) هـ ) اأ ( ( 
ب( قَ ) ب ( – قَ ) اأ (                       د  ( قَ )هـ ) ب (( – قَ ) هـ ) اأ ( (

�س �س + جا�س  
�س                        ح (   1 + جتا �س 2جا3�س جتا�س  

 ز (   جتا 2�س

�س �س                              ي(   )ظا�س+ قا�س(10   قا�س    
 �س

4لــوهـ
)�س -1( ط (  
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م�شاحة  اأنَّ  اإذا علمت  ال�شكل )38-4(,  معتمدًا   )9(
هـ   , القترانين ق  منحنيي  المح�شورة  بين  المنطقة 

ت�شاوي) 6( وحدات مربعة وكان

�س =  هـ )�س( 
ب

اأ
�س =10 , فاإنَّ قيمة   ق)�س( 

ب

 اأ
      

اأ  ( 10              ب( 6            جـ ( 1                     د ( – 4  
ال�شكل )38-4(

ال�شكل )39-4(

∗ )10( معتمدًا ال�شكل )4-39( الذي يبين الم�شاحة بين 

اأن  علمت  اإذا  ال�شينات,  ومحور  ق)�س(  منحنى 
2=0.8وحدة مربعة,

م1=4.8وحدة مربعة, م

�س ت�شاوي: ق)�س( 
4

2         -
         م3=2 وحدة مربعة, فاإنَّ 

اأ  (  5.6                  ب( 6                    جـ ( 6.8                 د ( 7.6 

)∗( ال�شوؤال من اأ�شئلة الختبارات الدولية.

)6( اإذا كان م)�س( , هـ)�س( معكو�شين لم�شتقة القتران المت�شل ق وكان

�س؟ �س)م)�س( – هـ)�س( ( 
2

1-
�س = 12 , فما قيمة  )م)�س( – هـ )�س(( 

2

1       -
    

اأ  (3                 ب( 4.5              جـ ( 12                    د ( 18 

�س؟ هـ�س ق)    هـ�س ( 
2

0
�س = 4 , فما قيمة  �س ق)�س( 

هـ

1
)7( اإذا كان 

اأ  ( 1              ب( 8            جـ ( 2                     د ( 4

 ـجا�س   فاإنََّّ قَ )�س( ت�شاوي:
ه
 )8( اإذا كان ق)�س( = هـ2 + لــــو

اأ  ( ظتا�س                 ب( - ظتا�س          جـ ( 2هـ + ظتا�س     د ( هـ2 + ظتا�س
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ال�شكل )40-4(

)11( معتمدًا ال�شكل ) 4– 40( ما م�شاحة المنطقة المظللة؟

�س )3�س – �س (  
1

0
اأ   ( 

�س  )4 – 2�س (  
2

1
�س +  2�س 

1

0
ب( 

�س   )4 – �س (  
2

1
�س +   2�س 

1

0
جـ( 

�س )3�س – �س ( 
2

1
د  ( 
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المختلفة.  العلوم  في  المتعددة  تطبيقاتها  خلال  من  ودرا�شتها  المخروطية  القطوع  اأهمية  تبرز 
فحركة الكواكب والنجوم وحركة اإلكترونات الذرة في م�شاراتها حول النواة, تكون في م�شارات 

اإهليليجية.
ويتم ا�شتخدام القطوع المخروطية في المرايا والعد�شات وبناء المرا�شد الفلكية والج�شورالمعلقة, 
والأطباق اللاقطة للاإ�شارات اللا�شلكية , والأقمار ال�شناعية, وفي المقذوفات, وبناء الروبوتات, 

والمحاكاة, وال�شور المتحركة, ومعظم ال�شناعات الحديثة.
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كتابة معادلة محل هند�شيّ تمثل: 
)م�شتقيم, ودائرة, وقطع مكافئ, وقطع ناق�س, وقطع زائد(.

فِ ال�شيغة القيا�شية لمعادلة )دائرة, وقطع مكافئ, وقطع ناق�س, وقطع زائد(. تعرُّ
تمييز نوع القطع المخروطي اإذا علمت معادلته.

تمثيل القطع المخروطي بيانيًّا اإذا عُلمت معادلته.
نمذجة م�شائل حياتية على القطوع المخروطية وحلّها, مع تبرير الحل.
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الفصل الأول
القطوع المخروطية

 Conic Sections

  تتعرف القطع المخروطي.
 تتعرف المحل الهند�شي.

  تجد معادلة محل هند�شي.

م�شتوى  قطع  اإذا  الناتج  ال�شكل  مزدوجًا, حدد  قائمًا  دائريًّا  يبين مخروطًا  ال�شكل )1-5( 
المخروط في كل من الحالت الآتية:

انظر الأ�شكال الناتجة عن كل حالة:

القطع المخروطي 
Conic Section   أولًا

1( ب�شكل اأفقي )عمودي على المحور ول يحتوي الراأ�س(.
2( ب�شكل مائل قليلًا عن المحور بحيث يقطع اأحد المخروطين 

دون الآخر.
3( ب�سكل مائل موازٍ لرا�سم المخروط بحيث يقطع اأحدهما 

دون الآخر.
ال�شكل )5-1(4( فرعي المخروط ول يمر بالراأ�ص.

ال�شكل )2-5(
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.)Circle( اإذا كان الم�شتوى القاطع عموديًّاا على المحور ول يمر بالراأ�س, فاإنََّّ ال�شكل الناتج دائرة )1

2( اإذا كان الم�شتوى القاطع مائلًا قليلًا على المحور, ويقطع اأحد المخروطين دون الآخر , فاإنََّّ 
.)Ellipse( ا ال�شكل الناتج يُ�شمّى قطعًا ناق�شً

3( اإذا زاد ميل الم�ستوى القاطع لي�سبح موازياً لرا�سم المخروط ويقطع اأحد المخروطين دون الآخر، 
.)Parabola( ًفاإنََّّ ال�شكل الناتج يُ�شمّى قطعًا مكافئا

4( اإذا قطع الم�ستوى فرعَيْ المخروط، وكان القطع ل يحتوي على نقطة الراأ�ص، فاإنََّّ ال�سكل الناتج 
.)Hyperbola( يُ�شمّى قطعًا زائدًا

ت�شمى الأ�شكال ال�شابقة الناتجة قطوع مخروطية, و�شندر�س في هذه الوحدة كلًاّ منها بالتف�شيل.

ب�سكل عمودي على  قائم مزدوج  دائري  م�ستوى مع مخروط  تقاطع  الناتج عن  ال�سكل  ما 
المحور، ومحتوياً راأ�ص المخروط؟

فكر وناق�ش
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1( اعتمادًا على ال�شكل )5–3(؛ اكتب ا�شم القطع المخروطي الناتج في كل حالة:

2( اكتب ا�سم ال�سكل الناتج عن قطع م�ستوى لمخروط قائم مزدوج في كلٍّ من الحالت الآتية: 
  اأ   ( اإذا قطع الم�ستوى فَرْعَي المخروط حيث ل يحتوي القطع على راأ�ص المخروط.

)                        (            
ب( اإذا قطع الم�ستوى المخروط ب�سكل عمودي على المحور، ول يحوي راأ�ص المخروط.

)                        (            
جـ( اإذا قطع الم�ستوى المخروط ب�سكل مائل موازٍ لرا�سم المخروط بحيث يقطع اأحدهما دون 
الآخر.                                                                                                )                       (

 د ( اإذا قطع الم�ستوى المخروط ب�سكل مائل قليلً عن المحور، بحيث يقطع اأحد المخروطين 
دون الآخر.                                                                                        )                       (

           

ال�شكل )3-5(
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المحل الهند�سي 
Locus   ثانيًا

ال�ضكل )5-4( يو�ضح خطوات اأحمد الذي 
ي�ضير بحيث يبعد بعدًا ثابتًا عن حافة الر�ضيف.
ما ال�ضكل الهند�ضي الناتج عن م�ضار خطواته؟ 

لاحظ اأنََّّ حافة الر�ضيف تُثَّل في الم�ضتوى على �ضكل م�ضتقيم، وبما اأن بُعد اأحمد عن الر�ضيف 
مقدار ثابت، فاإنََّّ م�ضار خطواته ي�ضكل م�ضتقيمًا موازياً لحافة الر�ضيف. لماذا؟ 

 ويُ�ضمى الم�ضتقيم في هذه الحالة محلًّا هند�سياً.

المحل الهند�سي 
هو المنحنى الناتج عن حركة نقطة في الم�ستوى الإحداثي تحت �شروط معينة.

اأما العلاقة الجبرية التي تربط بين الإحداثيين ال�سيني وال�سادي للنقطة المتحركة فت�سمى معادلة 
المحل الهند�سي.

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى ن)�ص ، �ص( التي تبعد بعًدا ثابتًا مقداره 
)3( وحدات، عن النقطة الثابتة ل )1، 5(.

الحل
لمعرفة �سكل المحل الهند�سي الناتج عن حركة النقطة )ن( في الم�ستوى؛ اأح�شر خيطًا، اربط بطرفه 
ك القلم ب�سورة  قلمًا �سغيًرا، وثبِّت الطرف الآخر من الخيط في نقطة ثابتة في الم�ستوى، ثم حرِّ
م�ستمرة باتجاه واحد دون رفعه عن الم�ستوى، مع بقاء الخيط م�سدودًا، حتى يعود راأ�ص القلم اإلى 

نقطة البداية، ما ال�سكل الناتج؟

ال�ضكل )4-5(

1
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1

النقطة  يمثل  القلم  راأ�ص  اأنَّ  لحظت  اأنَّك  بد  ل 
الإحداثي،  الم�ستوى  في  �ص(  ن)�ص،  المتحركة 
والنقطة  الثابت،  البعد  يمثل  الخيط  طول  واأنَّ 

الثابتة تثل النقطة )ل(. 
واأنَّ المحل الهند�سي الناتج هو دائرة، كما يو�سح

ال�ضكل )5–5( مركزها النقطة الثابتة ل )5،1( 
وطول ن�سف قطرها البعد الثابت 3 وحدات.

ثابتًا  بُعدًا  التي تبعد  جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى ب )�ص ، �ص( 
مقداره  وحدة واحدة، عن النقطة الثابتة ك )2 ، -4(.

ال�ضكل )5-5(
ولإيجاد معادلة المحل الهند�سي الناتج؛ ا�ستخدم قانون البُعد بين النقطتين ن)�ص ، �ص(، ل)1 ، 5(

كما ياأتي: 
ن ل =     )�ص2 – �ص1(2 + )�ص2 – �ص1(2            

 3 =    )�ص – 1(2 + )�ص – 5(2              
 ومنه )3(2 =  )�ص – 1(2 + )�ص – 5(2 

اإذن معادلة المحل الهند�سي المطلوب هي:  )�ص – 1(2 + )�ص – 5(2 = 9

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة هـ )�ص ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى، بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )وحدتان( عن الم�ضتقيم  ل: 4�ص - 1= 3�ص ، وتمر اأثناء حركتها بالنقطة )3 ، 0(.

الحل
ا ثابتًا على الم�ستوى  لمعرفة �سكل المحل الهند�سي الناتج عن حركة النقطة )هـ( في الم�ستوى؛ار�سم خطًّ
البياني با�ستخدام الم�سطرة، ثم اأح�شر الخيط الذي ا�ستخدمته في مثال )1(، وثبِّت الطرف الحر منه 
ك القلم مع الطرف الآخر من الخيط ب�سورة م�ستمرة باتجاه واحد ومن  على الم�ستقيم المر�سوم، وحرِّ
ا ودون رفعه عن الم�ستوى، مع بقاء الخيط م�سدودًا ب�شرط اأن يبقى الخيط عموديًّا  جانب واحد اأي�سً

2

ل )5،1(

3 وحدات
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ال�ضكل )6-5(

على الم�ستقيم المر�سوم، ما ال�سكل الناتج؟
 ل بد اأنَّك لحظت اأنَّ ال�سكل الناتج عن حركة 
الم�ضتقيم  الم�ضتوى هو م�ضتقيم يوازي  القلم في 
ل، واأنَّه يبعد عنه بُعدًا ثابتًا مقداره طول الخيط 

الم�سدود.   انظر ال�سكل )5–6(.
اكتب  الناتج؛  الهند�سي  المحل  معادلة  ولإيجاد 
ثم  العامة،  ال�سورة  على  ل  الم�ستقيم  معادلة 

: وبحل المعادلة تجد اأنَّ
   3�ص – 4�ص + 1=10 ، ومنه 3�ص – 4�ص -9=0           

اأو 3�ص – 4�ص + 1= -10 ، ومنه 3�ص – 4�ص +11=0      
وبما اأنَّ النقطة هـ تمر اأثناء حركتها بالنقطة )3 ، 0(، اإذن معادلة المحل الهند�سي هي:

3�ص – 4�ص -9=0    

: ا�ستخدم قانون البعد بين النقطة هـ )�ص، �ص( والم�ستقيم ل: 3�ص – 4�ص + 1 = 0 ، حيث اإنَّ

                                           | اأ�ص1+ ب �ص1 + جـ
 اأ2  +  ب2

البُعد = |

 | 3�ص - 4�ص + 1
2)4-(  +  2)3( |=   2

3�ص - 4�ص + 1 |             اإذن   |3�ص - 4�ص + 1|= 10
5 |=   2

2
جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى جـ )�ص ، �ص(، بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )  5  ( وحدة طول عن الم�ستقيم  م: �ص= -2�ص ، وتمر اأثناء حركتها بالنقطة )-1 ، -3(.

لماذا يُ�سترط اأن يبقى الخيط عموديًّا على الم�ستقيم الثابت في مثال )2(؟
فكر وناق�ش

)0،3(
2 وحدة

ل
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عن  بُعدها  يكون  التي  الم�ستوى،  في  المتحركة  �ص(   ، ن)�ص  للنقطة  الهند�سي  المحل  معادلة  جد 
النقطة ب )-3 ، 0( م�ساوياً دائمًا لبعدها عن الم�ستقيم  م: �ص= 3 .

الحل
بما اأن بُعد النقطة ن عن النقطة ب ي�ساوي بُعدها عن الم�ستقيم  م، فاإنََّّ طول  ن ب  ي�ضاوي بُعد النقطة 

�ص - 3  |                                
ن عند الم�ستقيم م،   اأي اأنَّ    )�ص + 3(2 + )�ص – 0(2   = |   1 + 0

3

: و بتربيع الطرفين، ينتج اأنَّ
)�ص + 3(2 + )�ص – 0(2 =  )| �ص - 3 |(2  

 )�ص + 3(2 + )�ص – 0(2 = )�ص - 3(2            
�ص2 + 6�ص + 9 + �ص2 = �ص2 - 6�ص + 9       

ومنه �ص2  = -12�ص                                     
اإذن معادلة المحل الهند�سي الناتج هي:

�ص2  = -12�ص 
انظر ال�سكل )5–7(.

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة جـ)�ص ، �ص( المتحركة في الم�ستوى، التي يكون بعدها عن 
محور ال�سادات م�ساوياً ثلا ثـة اأمثال بُعدها عن النقطة د)2 ، -1(.

3

ال�ضكل )7-5(

كيف يمكن اأن تتحقق من �سكل المحل الهند�سي الناتج عن حركة النقطة اأ في الم�ستوى في 
مثال)3( با�ستخدام الخيط وقلم الر�سا�ص؟

فكر وناق�ش
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ثابتًا  بُعدًا  تبعد  التي  )�ص،�ص(  الم�ستوى ب  المتحركة في  للنقطة  الهند�سي  المحل  معادلة  1( جد 
مقداره )7( وحدات، عن النقطة الثابتة ك) -2 ، 6(.

2( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ع )�ص،�ص( التي تتحرك في الم�ستوى، بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )4( وحدات عن الم�ستقيم الذي معادلته �ص= 1، وتمر اأثناء حركتها بالنقطة  )-3 ، 2(

3( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة د)�ص ، �ص( المتحركة في الم�ستوى، التي يكون بُعدها عن 
النقطة هـ )5 ،3( م�ساوياً دائمًا لمثلَيْ بُعدها عن الم�ستقيم الذي معادلته �ص=4.
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الدائرة 
The Circle   أولًا

Equationes of Conic Sections الفصل الثاني

  تتعرف القطوع المخروطية )الدائرة، القطع المكافئ، القطع الناق�ص، القطع الزائد(.
  تكتب معادلة قطع مخروطي اإذا عُلِمَت �شروط كافية.

  تميز نوع قطع مخروطي وتحدد عنا�شره اإذا عُلِمَت معادلته.
  تمثل قطعًا مخروطيًّا بيانيًّا.

اأراد اأحد المهند�سين تو�سيل ثلاثة اأجهزة حا�سوب 
مع جهاز مركزي؛ بحيث يبعد الجهاز المركزي 

بُعدًا مت�ساوياً عن الأجهزة الثلاثة. 
كيف يحدد المهند�ص موقع الجهاز المركزي؟ 

تعلمت �ضابقًا اأنَّ الدائرة قطع مخروطي، و�سكلها نتج عن الم�سار الذي تر�سمه نقطة تتحرك في 
الم�ستوى بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا عن نقطة ثابتة، حيث يمثل البُعد الثابت طول ن�سف القطر والنقطة 

الثابتة مركز الدائرة. 

معادلات القطوع المخروطية

النقطة  مركزها  التي  الدائرة  معادلة  ولإيجاد 
افر�ص  )ر(؛  قطرها  ن�سف  وطول  هـ(   ، )د  م 
كما  الدائرة،  على  نقطة  �ص(   ، )�ص  ب  النقطة 
البُعد  قانون  وبا�ستخدام  ال�ضكل )5–8(.  يو�ضح 

بين النقطتين ب، م تجد اأنََّّ معادلة الدائرة هي:
ال�ضكل )5-8()�ص – د(2 + )�ص – هـ(2 = ر2       )و�ضح ذلك(
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1

ال�سورة القيا�سية لمعادلة الدائرة التي مركزها النقطة )د ، هـ( ، وطول ن�سف قطرها )ر( 
وحدة هي:     )�ص – د(2 + )�ص – هـ(2 = ر2     

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )-6 ، 1( وطول ن�سف قطرها )4( وحدات.
الحل

)�ص – د (2 + )�ص – هـ(2 = ر2                           
)�ص + 6(2 + )�ص – 1(2 = 16

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )5 ، 3( وتر بالنقطة )1 ، 0(.
الحل

اإحداثيا مركز الدائرة )د ، هـ( هو )5 ، 3(
وطول ن�سف قطر الدائرة: هو البعد بين المركز والنقطة التي تمر بها الدائرة   

اإذن: ر2 = )�ص2 – �ص1(2 + )�ص2 – �ص1(2
2)0 – 3( + 2)1 – 5( =            

25 = 9 + 16 =            
ومنه ر = 5 وحدات

ومنه معادلة الدائرة هي:
ر2   = )�ص – د(2 + )�ص – هـ(2                           

25 = )�ص - 5(2 + )�ص – 3(2   انظر ال�سكل )5–9(.
                        

ال�ضكل )9-5(

1

2

1( جد معادلة الدائرة التي نهايتا قطر فيها النقطتان )7 ، 3(، )5 ، -1(.
2( جد اإحداثيَّيْ مركز، وطول ن�سف قطر الدائرة التي معادلتها:

             )�ص + 1(2 + )�ص – 4(2 = 30
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3

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )-3 ، 2( وتم�ص محور ال�سادات.

جد معادلة الدائرة في كلٍّ من الحالت الآتية:
1( مركزها النقطة )4 ، -1( وتم�ص الم�ستقيم الذي معادلته �ص = -2

2( تم�ص المحورين الإحداثيين وطول ن�سف قطرها ي�ساوي )3(  وحدات  )ادر�ص جميع الحالت 
الممكنة(.

3

2

الحل
بما اأنَّ الدائرة تم�ص محور ال�سادات ومركزها النقطة )-3، 2(، 

فاإنَّ ر= 3وحدات. ) لماذا؟(  انظر ال�سكل )5–10(. 
اإذن معادلة الدائرة هي:

)�ص + 3(2 + )�ص – 2(2 = 9
ال�ضكل )10-5(

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )4 ، -1( وتم�ص محور ال�سينات.
ماذا تلاحظ من خلال حل كلٍّ من مثال )2( وتدريب )2(؟

ال�سورة العامة لمعادلة الدائرة:
لحظ اأنَّه يمكن كتابة معادلة الدائرة ب�سورة اأخرى عن طريق فك الأقوا�ص، وبما اأنَّ

)�ص – د(2 + )�ص – هـ(2 = ر2
 فاإن  �ص2 + �ص2 – 2 د �ص – 2 هـ �ص + د2 + هـ2 – ر2 = �ضفرًا

وبفر�ص اأن )-2 د( = اأ ، )-2 هـ( = ب ، ) د2 + هـ2 – ر2 ( = جـ
فتكون معادلة الدائرة هي:

 �ص2 + �ص2 + اأ �ص + ب �ص + جـ = �سفرًا . وت�سمى هذه ال�سيغة ال�سورة العامة لمعادلة الدائرة.



329

4

4

ال�سورة العامة لمعادلة الدائرة  
�ص2 + �ص2 + اأ �ص + ب �ص + جـ = 0 ، حيث اإنَّ اأ ، ب، جـ  اأعداد حقيقية، واإنَّ  

:  اأ2 + ب2 - 4جـ < 0   لاحظ اأنَّ
1( معامل �ص2 = معامل �ص2 =1

2( مركز الدائرة )د ، هـ( 
- ب (

2 2- اأ ،   هو )- ن�سف معامل �ص ، - ن�سف معامل �ص( = )  
3( طول ن�سف القطر    ر=    د2 + هـ2 – جـ   ، حيث د2 + هـ2 – جـ <0

جد مركز وطول ن�سف قطر الدائرة التي معادلتها:
2�ص2 + 2�ص2 + 16 �ص = 18 

الحل 
اكتب المعادلة على ال�سورة العامة:

�ص2 + �ص2 + 8 �ص - 9 = 0                لماذا؟
 المركز )د ، هـ( = )- ن�سف معامل �ص، - ن�سف معامل �ص(= )0 ، -4(

طول ن�سف قطر الدائرة    ر =     )0(2 + )-4(2 - )-9( 
                                           =      16 + 9 =    5    وحدة طول.

جد مركز وطول ن�سف قطر الدائرة المعطاة معادلتها في كلٍّ مما ياأتي: 
1( �ص2 + �ص2 - 2�ص + 6 �ص – 6 =0

2( )3�ص + 6(2 + )3�ص - 12(2 = 36

1( حُلَّ مثال )4( بطريقة اأخرى )ا�ستخدم ال�سورة القيا�سية(.
2( رجوعًا اإلى ال�سورة العامة لمعادلة الدائرة، لماذا كان ال�شرط ) اأ2 + ب2 – 4جـ <0( ؟

فكر وناق�ش
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5

6 

جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط )0 ، 0( ، )3 ، -1( ، )-2 ، 4(.
الحل

بما اأنَّ النقط تقع على الدائرة، فاإنَّها تحقق معادلتها، ومنه:
)0(2 + )0(2 + اأ )0( + ب )0( + جـ = 0                                        تعوي�ص النقطة )0 ، 0(

اإذن جـ = 0 
)3(2 + )-1(2 + 3 اأ - ب = 0                                                          تعوي�ص النقطة )3 ، -1(

                     1   3 اأ - ب = -10 ......... 
)-2(2 + )4(2 - 2 اأ + 4ب = 0                                                       تعوي�ص النقطة )-2 ، 4(

2  -2 اأ + 4ب = -20 ...... 
 : وبحل المعادلتين     1  ،  2   جبريًّا ينتج اأنَّ

اأ = -6 ، ب = -8
ومنه تكون معادلة الدائرة: �ص2 + �ص2 - 6 �ص - 8 �ص = 0

الذي  الم�ستقيم  ، )-1 ، 1( ويقع مركزها على   )3 ، بالنقطتين )2  التي تمر  الدائرة  جد معادلة 
معادلته �ص-3�ص-11 =0

الحل
بما اأنَّ النقط )2 ، 3( ، ) -1، 1( تقع على الدائرة، فاإنَّها تحقق معادلتها، ومنه:

5
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط )0 ، 0( ، )0 ، 2( ، )-1 ، 3(، ثم جد مركزها وطول ن�سف 

قطرها. 
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6
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين )-1 ، 3( ، )5 ، 1( ويقع مركزها على محور ال�سادات.

2 اأ + 3 ب + جـ = -13 .....       1                      
- اأ  +  ب   + جـ = -2 ......   2                     

  وبما اأنَّ مركز الدائرة ) د ، هـ ( يقع على الم�ستقيم الذي معادلته �ص-3�ص-11=0
اإذن  د – 3هـ  - 11 =0

ومنه  – اأ  +  3ب  = 22 ......      3                        لماذا؟   
 : وبحل نظام المعادلت الخطية الناتجة جبريًّا ينتج اأنَّ

اأ = -7 ، ب = 5 ، جـ = -14 
ومنه فاإنَّ معادلة الدائرة هي: �ص2 + �ص2 - 7 �ص + 5 �ص – 14 = 0
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1( جد معادلة الدائرة في كلِّ حالة من الحالت الآتية:
اأ   ( مركزها نقطة الأ�سل وطول قطرها 8 وحدات.

ب( مركزها النقطة )-2 ، 1( وتر بالنقطة )5 ، 1(.
جـ( مركزها النقطة )3 ، -7( وتم�ص محور ال�سينات. 

د  ( نهايتا قطر فيها هما النقطتان )6 ، -1( ، )4 ، 3(.
هـ ( طول ن�سف قطرها ي�ساوي )5( وحدات، وتم�ص المحورين الإحداثيين، ويقع مركزها في   

الربع الرابع.
 و ( تـمر بالنقطتين )4 ، 4( ، ) 0 ، -2( ويقع مركزها على محور ال�سينات.

 ز ( تـمر بالنقط )-5 ، 0( ، )-3 ، 4( ، )1 ، 2(.
ح(  تـمر بالنقطة )1 ، 2( وتم�ص محور ال�سينات عند النقطة )7 ،0(.

2( جد اإحداثيي المركز، وطول ن�سف قطر الدائرة المعطاة معادلتها في كل مما ياأتي:
اأ   ( �ص2 + �ص2 = 144

ب( )�ص + 11(2 = 13 – )�ص+4(2
جـ( �ص2 + )�ص – 7(2 = 81

د  ( �ص2 + �ص2 - 9 = 8�ص + 6�ص
هـ ( 3�ص2 + 3�ص2 + 6�ص - 27 = 0

و (  )2�ص – 2(2 + )2�ص + 10(2 = 100
ز  ( )�ص + 4(2 + �ص2 – 16 = 0

معادلته �ص-2�ص=4 وتم�ص محور  الذي  الم�ستقيم  يقع مركزها على  التي  الدائرة  معادلة  3( جد 
ال�ضينات عند النقطة )1 ، 0(.

4( جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )-2 ،  -2( وتم�ص الم�ستقيم الذي معادلته  �ص= 3�ص +10 
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5( تتحرك النقطة ل)�ص ، �ص( في الم�ستوى بحيث يتحدد موقعها بالمعادلتين �ص=3+2جاهـ ،  
�ص=4+2جتاهـ حيث هـ زاوية متغيرة. جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ل، وبينِّ نوعه.

6( جد قيم الثابت جـ التي تجعل المعادلة �ص2 + �ص2 + 8�ص - 4�ص + جـ =0   معادلة دائرة.

7( جد معادلة الدائرة التي تم�ص كلاًّ من الم�ستقيمين �ص = 0 ، �ص = -2 ، وتر بالنقطة )4 ، 0( 
ويقع مركزها في الربع الأول، وطول ن�سف قطرها اأكبر من وحدتين.

دائرة  يمثل  الذي   )11-5( ال�ضكل  معتمدًا   )8
مر�سومة داخل المثلث اأ ب جـ وتم�ص اأ�سلاعه، 

جد معادلة هذه الدائرة.

ال�ضكل )11-5(
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القطع المكافئ 
The  Parabola   ثانيًا

ا�ستخدمــت الطاقــة ال�سم�سيــة لتوليــد 
الكهرباء؛ حيــث تُ�ستعمل مرايــا على �سكل 
قطوع مكافئة، تعمــل على ت�سخين زيت يمر 

خلال اأنابيب مارّة ببوؤر هذه القطوع.

في الحقيقة اإنَّ ا�ستخدامات القطع المكافئ تجدها في العديد من التطبيقات مثل:
ال�سيارات  و�سناعة  المعلقة،  والج�سور  ال�سلا�سل  وال�ستقبال،  البث  اأطباق  والمرايا،  العد�سات 

والطائرات وال�سواريخ والمركبات، كذلك م�سارات المقذوفات الأر�سية، فما القطع المكافئ؟

القطع المكافئ
هو المحل الهند�سي للنقطة ن)�ص ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى البياني، بحيث يكون بُعدها 
عن نقطة ثابـتة ب ) تُ�سمى بوؤرة القطع المكافئ( م�ساوياً دائمًا لبـعـدها عن م�ستقيم معلـوم ل 

ل يحوي النقطة ب ) يُ�سمى دليل القطع المكافئ(.

ال�ضكل )12-5(

اإذا تحركت النقطة ن)�ص ، �ص( في الم�ستوى الإحداثي، 
�ص1(  ب)�ص1،  ثابتة  نقطة  عن  بعدها  يكون  بحيث 
م�ساوياً دائمًا  لبعدها عن الم�ستقيم �ص= - �ص1 الواقع 
في الم�ستوى نف�سه، فاإنَّ المنحنى الناتج عن حركة هذه 

النقطة يُ�ضمى قطعًا مكافئًا. انظر ال�سكل )5–12(.
�ص1(  )�ص1،  النقطة  بوؤرته  �ص1(،   ،0( النقطة  راأ�ضه  ويكون 

ومعادلة محوره: �ص = �ص1 ، معادلة دليله: �ص = -�ص1
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ال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي راأ�سه النقطة ) د ، هـ (،  ومحور تماثله يوازي محور ال�سينات:
لإيجاد معادلة القطع المكافئ، الذي راأ�سه النقطة م ) د ، هـ (، لحظ اأن محوره يوازي محور 

ال�سينات ومعادلته �ص= هـ.  
افر�ص اأنَّ ن )�ص ، �ص( النقطة المتحركة في الم�ستوى حيث تقع على منحنى القطع المكافئ الذي 

ال�ضكل )13-5(

فيكون  راأ�سه،  من  اليمين  اإلى  وتقع  ب  بوؤرته 
حيث  هـ(  جـ،   + )د  هما  ب  البوؤرة  اإحداثيا 
اأنَّ  ا  اأي�سً الراأ�ص، لحظ  البوؤرة عن  بعد  جـ هو 
النقطة ب1 هي موقع العمود النازل من النقطة 
النقطة ب1  اإحداثيا  فيكون  الدليل ل،  على  ن 
)13–5( ال�سكل  انظر  ، �ص(.  )د- جـ  هما 

: ومن تعريف القطع المكافئ تجد اأنَّ

ن ب = ن ب1  
  ) �ص –  )د+جـ( (2 + )�ص- هـ(2   =     )�ص– )د – جـ( (2 + )�ص- �ص(2

وبتربيع الطرفين:
) �ص –  )د + جـ( (2  + )�ص- هـ(2 = ) �ص – )د – جـ( (2 + )�ص- �ص( 2

) )�ص- د( – جـ  (2 + )�ص - هـ(2 = )  )�ص – د( + جـ (2 + 0
: وبفك الأقوا�ص تجد اأنَّ

)�ص - د(2 – 2جـ )�ص - د( +  جـ2 + )�ص - هـ(2 =)�ص - د(2 + 2جـ )�ص - د( + جـ2   ومنه:
  )�ص -  هـ(2 = 4جـ )�ص – د(    ،   جـ <0           ……….. )1(

وهي اإحدى ال�سور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي عنا�شره هي:
1( راأ�سه النقطة )د ، هـ(.

لحظ اأنَّ القطع المكافئ متماثل حول الم�ستقيم المار في البوؤرة والعمودي على الدليل وي�سمى هذا 
الم�ستقيم محور التماثل اأو محور القطع الكافئ وت�سمّى النقطة الواقعة على محور القطع على منت�سف 

الم�سافة بين البوؤرة والدليل راأ�صَ القطع.
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محور  يوازي  المكافئ  القطع  محور  كان  اإذا  اأما 
وبوؤرته  هـ(   ، )د  النقطة  في  وراأ�سه  ال�سينات 
ب ) د- جـ ، هـ( تقع على ي�سار راأ�سه، انظر 

ال�ضكل )5–14(.
فاإنَّ معادلته هي: 

ال�ضكل )14-5(
  )�ص -  هـ(2 =  -4جـ )�ص –  د( ، جـ <0   ……)2(    

وهي اإحدى ال�سور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي عنا�شره هي:
1( راأ�سه النقطة )د ، هـ(.

2( محور تماثله يوازي محور ال�سينات ومعادلته  هي  �ص= هـ.
3( بوؤرته ب )د- جـ ، هـ( ، حيث جـ هي بعد البوؤرة  عن الراأ�ص.

4( معادلة دليله �ص= د + جـ.
ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو الي�سار.

جد معادلة القطع المكافئ في كلٍّ مما ياأتي:
1(  راأ�ضه النقطة )2 ، 1( ، وبوؤرته النقطة )5 ، 1(.

2( راأ�ضه النقطة )0 ،  0( ومعادلة دليله �ص=4.

1 

2( محور تماثله يوازي محور ال�سينات ومعادلته هي:  �ص= هـ.
3( بوؤرته ب )د+جـ ، هـ( ، حيث جـ هي بعد البوؤرة عن الراأ�ص.

4( معادلة دليله �ص= د – جـ.
ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو اليمين.
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اإذن معادلة القطع المكافئ هي:
)�ص- هـ(2 = 4جـ )�ص- د( 

اإحداثيا الراأ�ص )د ، هـ( هما )2 ، 1(  
والبُعد بين الراأ�ص والبوؤرة  جـ =  3  )لماذا؟(

اإذن المعادلة هي:  )�ص - 1(2 = 12 )�ص - 2( 

الفصل الأول
القطوع المخروطية

ال�ضكل )16-5(

ال�ضكل )15-5(

بما اأنَّ منحنىالقطع مفتوح نحو الي�سار،
اإذن ال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ هي:

)�ص - هـ(2 = -4جـ )�ص - د(

المكافئ  للقطع  تقريبيًّا  ار�سم �سكلًا   )2
وحدد عليه العنا�شر كما في ال�سكل 

.)16 – 5(

وبما اأنَّ اإحداثيي راأ�ص القطع المكافئ )د ، هـ( هما )0 ، 0(  
وَ بُعد الراأ�ص عن الدليل ي�ضاوي 4 ، اإذن جـ = 4 

ومنه معادلة القطع المكافئ هي:
�ص2  = - 16 �ص 

الحل 
المكافئ،  للقطع  تقريبيًّا  �سكلًا  ار�سم   )1
وحدّد عليه العنا�شر كما في ال�سكل )5 

.)15 –
بما اأنَّ القطع المكافئ مفتوح نحو اليمين،   
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1( راأ�سه النقطة )د ، هـ(.
2( محور تماثله يوازي محور ال�سادات، ومعادلته هي  �ص= د.

3( بوؤرته النقطة ب )د ، هـ + جـ( ، حيث جـ هي بعد البوؤرة عن الراأ�ص.
4( معادلة دليله �ص= هـ - جـ.

ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو الأعلى.

ال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي راأ�سه النقطة )د ، هـ(، ومحور تماثله يوازي محور ال�سادات:

ال�ضكل )17-5(

  اإذا كان محور القطع المكافئ يوازي محور ال�سادات، 
وراأ�سه النقطة )د ، هـ( وبوؤرته ب ) د ، هـ + جـ( تقع 

اإلى الاأعلى من راأ�ضه.
 انظر ال�سكل )5–17(.

فاإنَّ معادلته هي: 
  )�ص - د(2 = 4 جـ )�ص – هـ(، جـ  < 0   .... )3(
وهي اإحدى ال�سور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي 

عنا�شره هي:

جد معادلة القطع المكافئ في كل مما ياأتي، ثم ار�سم منحناه:
1( راأ�ضه النقطة  )-1 ، 1( ، وبوؤرته النقطة )-5 ، 1( .

2( راأ�ضه النقطة  )2 ، -3( ، ومعادلة دليله  �ص =1 .

ما هي العنا�شر اللازمة لكتابة معادلة القطع المكافئ؟
فكر وناق�ش

1
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ال�ضكل )18-5(

  )�ص - د(2 =  -4جـ )�ص – هـ(، جـ < 0   .…..)4(  
وهي اإحدى ال�سور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي عنا�شره هي:

1( راأ�سه النقطة )د ، هـ(.
2(  محور تماثله يوازي محور ال�سادات، ومعادلته هي  �ص= د.

 3( بوؤرته النقطة ب )د ، هـ - جـ( ، حيث جـ هي بعد 
البوؤرة عن الراأ�ص.

4( معادلة دليله �ص= هـ + جـ.
ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو الأ�سفل.

انظر ال�سكل )18-5(.

ال�ضكل )19-5(

جد معادلة القطع المكافئ في كلٍّ مما ياأتي، ثم ار�سم منحناه ب�سكل تقريبي:
1( راأ�ضه النقطة )0 ، -1( ، وبوؤرته النقطة )0 ، 2(.

2( راأ�ضه النقطة )1 ، 1( ومعادلة دليله �ص=2.

2

الحل
1( بما اأنَّ الراأ�ص هو النقطة )0 ، -1(، وَ البوؤرة هي 

النقطة )0 ، 2( ؛  
اإذن جـ = 3، ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا 

نحو الأعلى.    ومنه معادلة القطع المكافئ هي:
)�ص- د(2 = 4جـ )�ص- هـ( 

�ص2 = 12 )�ص+ 1( . وال�ضكل )5-19( يو�ضح ذلك.

كيف تو�سلنا اإلى كلٍّ من ال�سور القيا�سية  )2(، )3(، )4( ؟
فكر وناق�ش

اأما اإذا كان محور القطع المكافئ يوازي محور ال�سادات وراأ�سه النقطة  )د ، هـ( وبوؤرته النقطة 
ب )د، هـ - جـ( تقع اإلى الأ�سفل من راأ�سه، فاإنَّ معادلة هذا القطع المكافئ هي: 
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ال�ضكل )20-5(

معادلة  وَ  النقطة  )1،1(،  الراأ�ص هو  اأنَّ  بما   )2
منحنى  ويكون   ، جـ =1  اإذن  �ص=2  دليله 

القطع المكافئ مفتوحًا نحو الأ�سفل.  
 وَ تكون معادلة القطع على ال�سورة:

 )�ص- د(2 = -4جـ )�ص- هـ( 
)�ص – 1(2 = - 4 )�ص - 1( 

وال�ســكل )5-20( يو�ســح التمثيل البياني 
التقريبي للقطع المكافئ.

2
جد معادلة القطع المكافئ في كلٍّ مما ياأتي، ثم ار�سم منحناه ب�سكل تقريبي:

1(  راأ�ضه النقطة )1 ،1( ، وبوؤرته النقطة )1 ، -4(.
2( راأ�ضه النقطة )0 ، 3( ومعادلة دليله �ص + 2 =0 

3( بوؤرته النقطة )0 ، 0( ومعادلة دليله �ص =  -6

قطع مكافئ معادلته �ص2 = 8)�ص + 4( ، جد عنا�شره ، ثم ار�سم منحناه ب�سكل تقريبي.
الحل

 معادلة القطع هي  �ص2 =  8)�ص + 4(                              
وعند مقارنتها بال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ )�ص – هـ(2 = 4جـ )�ص - د(                     

: تجد اأنَّ
 منحنى القطع مفتوح نحو اليمين. واإحداثيي الراأ�ص )د ، هـ( هما )-4، 0( وَ  جـ =2 ، لماذا؟

ومنه فاإنَّ البوؤرة هي النقطة )-2 ، 0(

3 
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ومعادلة الدليــل هي �ص = -6
ومعادلة المحور هي �ص = 0

وَ ال�ضكل )5–21( يمثل منحنى القطع بيانيًّا
ب�ضكل تقريبي.

ال�ضكل )21-5(

3
جد اإحداثيي الراأ�ص والبوؤرة، ومعادلة المحور والدليل، للقطع المكافئ الذي معادلته

   )�ص– 1(2 = - �ص - 3 ، ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي. 

بالرجــوع اإلى مثال )2( فرع )2(، لحظ اأنَّه عند فـك الأقـوا�ص في مـعادلة القطع الـمكافئ 
: )�ص – 1(2 = -4)�ص- 1(  �ستجد اأنَّ

�ص2 -2�ص +1 = - 4�ص +4
اأي اأنَّ �ص2 -2�ص + 4�ص -3 = 0

واأنَّه يمكن كتابتها على ال�سورة �ص = اأ�ص2 + ب �ص + جـ.
: كذلك في مثال)3(، عند فك الأقوا�ص في المعادلة �ص2 = 8)�ص + 4( ، �ستجد اأنَّ

�ص2 - 8�ص  -  32 =0
واأنَّه يمكن كتابتها على ال�سورة �ص = اأ �ص2 + ب �ص + جـ.

• ال�سورة العامة لمعادلة القطع المكافئ الذي محوره يوازي محور ال�سينات هي:
اأ ، ب ، جـ  اأعداد حقيقية. اأ ≠ 0  �ص = اأ �ص2 + ب �ص + جـ ، 

• ال�سورة العامة لمعادلة القطع المكافئ الذي محوره يوازي محور ال�سادات هي:
اأ ، ب ، جـ  اأعداد حقيقية. اأ ≠ 0 �ص = اأ �ص2 + ب �ص + جـ ، 
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4 
قطع مكافئ معادلته �ص2 + 2�ص + 4�ص – 7 =0 ، جد عنا�شره:

الحل
اكتب معادلة القطع على ال�سكل الآتي:

�ص2 + 2�ص = -4�ص +  7
: وباإكمال المقدار )�ص2 + 2�ص( اإلى مربع كامل، تجد اأنَّ

�ص2 + 2�ص + 1 = -4�ص + 7 + 1       لماذا؟
اأي اأنَّ معادلة القطع المكافئ هي:

ال�ضكل )22-5(

تذكر:
 معامل �ص(2 اإلى طرفي المعادلة، اأو ن�سيفه ونطرحه في 

1
2 لإكمال مربع في �ص ن�سيف ) 

الطرف الواحد من المعادلة، ب�شرط اأن يكون معامل �ص2  ي�ضاوي 1.

)�ص + 1(2 = -4 )�ص – 2( وهو قطع مكافئ 
محوره يوازي محور ال�سينات، ومنحناه مفتوح نحو 

الي�ضار. 
فيكون راأ�ص القطع هو النقطة  )2 ، -1(

وبما اأنَّ -4جـ = -4  فاإن جـ = 1
وتكون بوؤرته النقطة )2– جـ ، -1( وت�ضاوي

 )1- ، 1(
ومعادلة دليله �ص= 2 + جـ ، ومنه �ص= 3
ومعادلة محوره �ص= هـ ، ومنه �ص= -1

انظر ال�سكل )5–22(.
   



343

4

ويمر   )4  ،  3-( النقطة  وبوؤرته  ال�سينات،  محور  يوازي  محوره  الذي  المكافئ  القطع  معادلة  جد 
بالنقطة )0 ، 0( ، ويقع راأ�سه اإلى يمين بوؤرته. ثم ار�سم منحناه.

الحل 
بما اأنَّ محوره يوازي محور ال�سينات، ويقع راأ�سه اإلى يمين بوؤرته، فاإنَّ منحناه مفتوح نحوالي�سار 

ومعادلته على ال�سورة:

جد عنا�شر القطع المكافئ الذي معادلته �ص2- 4�ص + 4 =0  

5 

)�ص- هـ(2 = - 4جـ )�ص - د(                     
بوؤرة القطع ) د – جـ ، هـ( هي النقطة )-3 ، 4(

اإذن  هـ = 4
د – جـ = -3     ←   د = جـ -3 ………. )1(
بما اأنَّ القطع يمر بالنقطة )0 ، 0( فاإنّها تحقق معادلته.

اإذن )0 – 4(2 = -4جـ )0 – جـ + 3(               
ومنه جـ2 - 3جـ - 4 =0                 لماذا؟ 

اأي اأنَّ )جـ -4( )جـ +1(   =0                          
ومنه  جـ = 4  اأو  جـ = -1 تهمل    لماذا؟ 

اإذن  جـ =4 ،    د=1              
ومنه فاإنَّ اإحداثيي راأ�ص القطع )د ، هـ( هما )1، 4(

وتكون معادلة القطع المكافئ هي:
)�ص- 4(2 = - 16 )�ص - 1(

انظر ال�سكل )5–23(.

ال�ضكل )23-5(
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5
الذي  الم�ستقيم  ، 3( ومحوره   1(  ،  )0 ،  0( بالنقطتين  يمر  الذي  المكافئ  القطع  معادلة  جد 

معادلته �ص = -2 .

 ادعت ليلى اأنَّ القطع المكافئ  الذي معادلته �ص2 - 4�ص - 8�ص + 1 =0 مفتوح لليمين، 
واأنَّ القطع الذي معادلته �ص2 + 8�ص + 3�ص + 1 =0 مفتوح للاأ�سفل. 

حاول اأن تتنباأ كيف تو�سلت ليلى اإلى اإجابتها.

فكر وناق�ش
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1( جد معادلة القطع المكافئ في كل حالة مما ياأتي، ثم ار�سم منحناه ب�سكل تقريبي:
اأ   ( راأ�ضه النقطة )-1 ، 0( وبوؤرته النقطة )-5 ، 0(

ب( راأ�ضه النقطة )-1 ، 0( وبوؤرته النقطة )3 ، 0(
جـ( راأ�سه النقطة )2، 3( وبوؤرته النقطة )2 ، 8(

د  ( راأ�سه النقطة )2 ، 3( وبوؤرته النقطة )2 ،  -2(
هـ( بوؤرته النقطة )1 ، 0( ومعادلة دليله �ص =  -3

و ( بوؤرته النقطة )0 ، 0( ومعادلة دليله �ص = 5
ز ( بوؤرته النقطة )2 ، -5( ومعادلة دليله �ص = 1.25

ح ( راأ�ضه النقطة )2 ، -3( ومعادلة دليله �ص =  -1
 ط( راأ�سه النقطة )-1 ، 2( ومعادلة دليله �ص =  5

لكلٍّ من  المحور،  الدليل، ومعادلة  البوؤرة، ومعادلة  واإحداثيي  الراأ�ص،  اإحداثيي  2( جد كلاًّ من 
القطوع المكافئة المعطاة معادلتها في كلٍّ مما ياأتي:

اأ   ( )�ص - 3(2 = 12)�ص + 1(
ب( )�ص + 5(2 = �ص - 2

جـ( �ص = �ص2
د  ( 2�ص2 – 12�ص – 16�ص = 14 .

هـ (  3�ص2 – 4 = 8�ص + 12
و  ( 4�ص - 3�ص2 + 9�ص + 12= 0

وتبعد   ،5  = دليله �ص  ومعادلة   ،2  = �ص  معادلة محوره  الذي  المكافئ  القطع  معادلة  3( جد 
8 وحدات عن دليله، ومفتوح نحو الأ�سفل. بوؤرته 

4( جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين )8 ، 6( ، )4 ، -2(، ومحور تماثله الم�ستقيم الذي 
معادلته �ص = 2.
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ويمر   )2،1( النقطة  وبوؤرته  ال�سادات،  يوازي محور  الذي محوره  المكافئ  القطع  معادلة  5( جد 
بالنقطة )5 ، -1( ويقع راأ�سه اأ�سفل بوؤرته.

بالنقط  ويمرمنحناه  ال�سينات،  محــور  ــوازي  ي محــوره  ــذي  ال المكافئ  القطع  معادلة  جد   )6
)2 ، 0(، )5 ، 2(، )2 ، -4( ويقع راأ�سه اأ�سفل بوؤرته.

راأ�سه  مكافئ   قطع   )24-5( ال�ضكل  في   )7
ودليله  ب   النقطة  وبوؤرته   )3  ،  0( النقطة 
10( تقع على 

  3
محور ال�سينات،  والنقطة م )2،

منحناه. جد محيط ال�سكل الرباعي ل م ب ع.

8( قاعدة قو�ص على �سكل قطع مكافئ تقع على اأر�ص م�ستوية، طولها 12متًرا، وراأ�ص القو�ص 
يرتفع 9 اأمتار فوق �سطح الأر�ص. اكتب المعادلة الممثلة لهذا القو�ص، علمًا اأنَّه متماثل حول 

محور ال�سادات.

ال�ضكل )24-5(
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القطع الناق�ص 
The Ellipse ثالثًا

تعلمت �سابقًا بع�ص اأنواع القطوع المخروطية، والآن �ستتعرف نوعًا اآخر ي�سمى القطع الناق�ش.

القطع الناق�ش
الم�ستوى الإحداثي، بحيث يكون  التي تتحرك في  للنقطة ن)�ص ، �ص(  الهند�سي   هو المحل 

مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين ب1 ، ب2 )ت�سميان البوؤرتين( ي�ساوي مقدارًا ثابتًا.

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ن)�ص، �ص( 
مجموع  يكون  بحيث  الم�ستوى  في  تتحرك  التي 

بُعديها عن النقطتين الثابتتين ب1)1 ، 0( ، 
ب2  ) -1 ، 0( ي�ساوي دائمًا 6 وحدات.

ال�ضكل )25-5(

ال�ضكل )26-5(

منحنى القطع الناق�ص في النقطتين ر1، 
والقطعة  القطع،  راأ�سَي  وتُ�ضميان  ر2 
الأكبر  المحور  ت�ضمى  الم�ضتقيمة  
منحنى  يتقاطع  بينما  البوؤري(،  )المحور 
القطع مع المحور العمودي على المحور 
الأكبر في نقطتين، ت�سكل الم�سافة بينهما 

طول المحور الأ�سغر للقطع الناق�ص.

يمثل ال�ضكل )5–26( منحنى قطع ناق�ص، له محوران للتماثل هما الم�ستقيم المارّ بالبوؤرتين ب1، 
ب2 والم�ستقيم العمودي عليه والمن�سف للقطعة الم�ستقيمة ب1 ب2، ت�سمى نقطة تقاطع المحورين 
مركز القطع الناق�ش، وت�سمى الم�سافة بين البوؤرتين البعد البوؤري، اأما الم�ستقيم المار بالبوؤرتين فيقطع 
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ال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ش الذي مركزه النقطة ) د ، هـ (،  ومحوره الأكبر يوازي محور ال�سينات:
اعتمادًا على  ال�سكل )5-27(، لحظ اأنَّ مركز القطع الناق�ص هو النقطة 

ال�ضكل )27-5(

يوازي  الأكبر  ومحوره  هـ(،  د،  م) 
البعد  اأنَّ  وبفر�ص  محورال�سينات، 
والمقدار   ، )2جـ(  ي�ساوي  البوؤري 
بعدي  مجموع  ي�ساوي  )2اأ(  الثابت 
النقطة المتحركة ن عن بوؤرتي القطع، 
اأعداد  جـ   ، اأ   ، 2جـ   > 2اأ  حيث 
اإحداثيي  فاإنَّ  وبذلك  موجبة  حقيقة 

بوؤرتي القطع الناق�ص هما:  ب1 ) د+جـ ، هـ(  ،   ب2 ) د- جـ ، هـ(

: ومن تعريف القطع الناق�ص تجد اأنَّ
ن ب1 + ن ب2 = 2اأ  ومنه

 +   = 2اأ

  = 2اأ -   
: وبتربيع الطرفين ينتج اأنَّ

))�ص– د( - جـ(2+ )�ص- هـ(2= 
4اأ2 - 4اأ     + ) )�ص – د( + جـ (2 + )�ص- هـ( 2

: وبفك الأقوا�ص وتب�سيط المعادلة تجد اأنَّ
اأ2 + جـ )�ص- د( =  اأ 

: وبتربيع الطرفين واإخراج حدود كعوامل م�ستركة تجد اأنَّ
)اأ2 – جـ2( )�ص - د(2 +  اأ2)�ص- هـ(2 = اأ2 ) اأ2 - جـ2( 

: وبق�سمة طرفي المعادلة على اأ2 ) اأ2 -  جـ2(  ينتج اأنَّ
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وبما اأنََّّ اأ < جـ من تعريف القطع الناق�ص، وكلاًّ من العددين اأ ، جـ موجب فاإنَّ 
 اأ2   <  جـ2  ومنه  اأ2 – جـ2< 0

واإذا انطبقت النقطة ن على المحور الأ�سغر الموجب 
كما في ال�سكل )5–28(

 �سينتج المثلث ن م ب1  قائم الزاوية في م.  لماذا؟  
 فيه ن م = ب ،  ب1م = جـ ، ن ب1 = اأ   لماذا؟ 

: وبتطبيق مبرهنة فيثاغور�ص على المثلث ن م ب1 تجد اأنَّ
اأ2 = ب2 + جـ2    ومنه  ب2 = اأ2 – جـ2    )ف�شرِّ هذه النتيجة(.

ال�ضكل )28-5(

ال�ضكل )29-5(

جد معادلة القطع الناق�ص الممثل منحناه 
في ال�ضكل )5–29(.

: وبتعوي�ص ب2 في المعادلة ينتج اأنَّ

وهي تمثل اإحدى ال�سور القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ص، وفي ما ياأتي عنا�شره: 
1( المركز النقطة )د ، هـ(.

2( البوؤرتان النقطتان ب1)د+جـ ، هـ( ، ب2)د- جـ ، هـ( حيث جـ هي بُعد البوؤرة عن المركز.
3( الراأ�ضان هما النقطتان ر1)د+ اأ ، هـ( ، ر2)د- اأ ، هـ(

4( معادلة المحور الأكبر �ص = هـ ، وطوله ي�ساوي 2اأ
5( معادلة المحور الأ�سغر �ص = د ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لحظ اأنَّ البُعد البوؤري ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = اأ2- ب2(
واأن اإحداثيي طرفي محوره الأ�سغر هما النقطتان )د ، هـ + ب(، )د، هـ - ب(

)1(..………

1 
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ال�ضكل )30-5(

الحل
اإحداثيا مركز القطع النقطة )4 ، 3(                           

: ومن تعريف القطع الناق�ص تجد اأنَّ
ن�سف طول المحور الأ�سغر ب = 3 وحدات.       لماذا؟ 
 ن�سف طول المحور الأكبر اأ = 5 وحدات.            لماذا؟ 

وبما اأنََّّ المحور الأكبر موازٍ لمحور ال�سينات، اإذن معادلة القطع الناق�ص هي:

ال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ش الذي مركزه النقطة ) د ، هـ(، ومحوره الأكبر يوازي محور ال�سادات:

1
جد معادلة القطع الناق�ص الذي مركزه نقطة الأ�سل، ومحوره الأ�سغر يوازي محور ال�سادات 
وطوله ي�ساوي 4 وحدات، واإحدى بوؤرتيه النقطة )-3 ، 0(. ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي.

)�ص– 4(2
25

)�ص–3(2
9

)�ص– د(2
ب 2

)�ص – هـ (2
………..)2(  لماذا؟ اأ 2

وباإجراء الخطوات ال�سابقة تجد اأنََّّ معادلة القطع الناق�ص هي:

اإذا كان المحور الأكبر للقطع الناق�ص يوازي محورال�سادات، 
فاإنَّ بوؤرتي القطع الناق�ص هما النقطتان: 

 ب1) د ، هـ+جـ(  ، ب2) د، هـ - جـ( كما يو�سح 
ال�ضكل )30-5(.
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(  الختلف المركزي للقطع الناق�ش، و�ستلاحظ اأنَّ قيمة  الختلاف المركزي >1،  جـ
اأ ت�ضمى الن�ضبة )

ا؛ لأنَّ اختلافه المركزي نق�ص عن واحد. ي القطع ناق�سً ولذلك �سُمِّ

الختلف المركزي للقطع الناق�ش:
هو الن�سبة بين ن�سف البُعد البوؤري اإلى ن�سف طول المحور القاطع )الأكبر( = جـ : اأ

   1<
جـ
اأ لحظ من تعريف القطع الناق�ص اأنَّ جـ > اأ ، واأنَّ كلاًّ من القيمتين اأ ، جـ موجبتان، ومنه  

)لماذا؟(

جد معادلة القطع الناق�ص في كلٍّ مما ياأتي:
1( مركزه النقطة )2 ، 3(، واإحدى بوؤرتيه النقطة )2 ، -1(، وطول محوره الأ�سغر ي�ساوي  )6( وحدات.
  5 2( بوؤرتاه النقطتان )4 ، 1( ، )0 ،1( ويتقاطع منحناه مع المحور الأكبر عند �ص = 2 + 

الحل
الأكبر  المحور  اأنََّّ  اأي  ال�سادات،  محور  يوازي  م�ستقيم  على  يقعان  والبوؤرة  المركز  اأنَّ  لحظ   )1

يوازي محور ال�سادات.
اإذن معادلة القطع الناق�ص هي:

2 

وهي تمثل اإحدى ال�سور القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ص الذي عنا�شره هي: 
 1( مركزه النقطة )د ، هـ(.

 2( بوؤرتاه هما النقطتان ب1)د ، هـ  + جـ( ، ب2)د ، هـ  -  جـ ( حيث جـ هي بعد البوؤرة عن المركز.
 3( اإحداثيا الراأ�سين هما النقطتان ر1)د، هـ  +  اأ ( ، ر2)د، هـ  -  اأ(

 4( المحور الأكبر يوازي محور ال�سادات ومعادلته �ص= د ، وطوله ي�ساوي 2اأ
 5( المحور الأ�سغر يوازي محور ال�سينات ومعادلته �ص= هـ ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لحظ اأنَّ البعد البوؤري ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = اأ2 - ب2(
واأن اإحداثيي طرفي محوره الأ�سغر هما النقطتان )د + ب ، هـ(، )د - ب، هـ (

الختلف المركزي للقطع الناق�ش

)�ص– د(2
ب 2

)�ص – هـ (2
 اأ2



352

وبما اأنََّّ المركز)2 ، 3( والبوؤرة )2، -1(، فاإنَّ ن�سف البُعد البوؤري جـ = 4وحدات.           

انظر ال�سكل)5–31(.
2(  بما اأنَّ البوؤرتين تقعان على م�ستقيم يوازي محور ال�سينات، فاإنَّ المحور الأكبر للقطع يوازي محور 

ال�سينات، وتكون معادلة القطع هي:

والبوؤرتان )4 ،1(، )0 ، 1( ومنه جـ =2.
اإحداثيا مركزالقطع الناق�ص النقطة )2 ، 1(            لماذا؟ 

وبما اأنَّ منحنى القطع يتقاطع مع المحور الأكبر في الراأ�سين ؛ فاإن اإحداثيي اأحد روؤو�ص القطع 
.             لماذا؟ 5 5 ، 1(،  وبذلك فاإنَّ اأ =  هو النقطة )2+ 

ولإيجاد قيمة ب، ا�ستخدم المعادلة:

ال�ضكل )31-5(

)�ص – 2(2
9

)�ص – 3(2
25

)�ص – د(2
اأ 2

)�ص – هـ (2
ب2

وطول المحور الأ�سغر = 6 وحدات، اأي اأنََّّ ب = 3وحدات.
لإيجاد اأ ا�ستخدم المعادلة:

اأ2 = ب2 + جـ2 
ومنه اأ2 = 9 + 16 = 25

اإذن معادلة القطع الناق�ص هي:

ب2 = اأ2 – جـ2    
1= 4 – 5 =   

ال�ضكل )32-5(

اإذن معادلة القطع هي:

انظر ال�سكل )5–32(.

)�ص– 2(2
5

)�ص–1 (2
1
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= 1 ، ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي.
)�ص –2 (2

25  +   
)�ص + 1(2

16 جد عنا�شر القطع الناق�ص الذي معادلته 
الحل

بما اأنَّ اأ2 = 25 ،  ب2= 16 فاإنَّ المحور الأكبر يوازي محور ال�سادات وتكون معادلة القطع الناق�ص 
على ال�سورة:

2
 جد معادلة القطع الناق�ص الذي بوؤرتاه النقطتان ب1)-2 ، 3( ، ب2)-2 ، 9( ، وطول محوره 

الأكبر 12 وحدة.

3 

)�ص – د(2
ب 2

)�ص – هـ (2
اأ 2

تهمل القيمة ال�ضالبة، لماذا؟    5 + = اأ2 = 25 ،  ومنه اأ 
تهمل القيمة ال�ضالبة، لماذا؟   4 + = ب2= 16، ومنه ب 
تهمل القيمة ال�ضالبة، لماذا؟ جـ2 = اأ2 – ب2 = 9 ومنه جـ = + 3 

عنا�شر القطع الناق�ص هي:
1( مركزه: )د ، هـ( هو النقطة ) -1 ، 2(.

ب1 )د ، هـ + جـ( = )-1 ، 5( ، 2( بوؤرتاه: 

ال�ضكل )33-5(

ب2 )د ، هـ - جـ( = )-1 ، -1(   
ر1 )د ، هـ + اأ( = )-1 ، 7(  ،  3( راأ�ضاه: 
ر2 )د ، هـ - اأ( = )-1 ، -3(   

4( محوره الأكبر يوازي محور ال�سادات 
ومعادلته �ص= -1، وطوله = 2اأ = 10 وحدات

5( محوره الأ�سغر يوازي محور ال�سينات 

وال�ضكل )5–33( يمثل �سكلًا تقريبيًّا لمنحنى القطع.
لحظ اأنَّ اإحداثيي طرفي محوره الأ�سغر هما النقطتان )3 ، 2( ، )-5، 2(

ومعادلته �ص= 2، وطوله =2ب = 8 وحدات
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وبذلك فاإنَّ عنا�شر هذا القطع الناق�ص هي:
لماذا؟ 1( مركزه )د ، هـ( هو النقطة )0 ، 0(  

2( بوؤرتاه        )د + جـ ، هـ( = ) + 4 ، 0(
3( راأ�ضاه ) + 5، 0(

4( محوره الأكبر ينطبق على محور ال�سينات ومعادلته �ص=0، وطوله 2اأ = 10وحدات.
5( محوره الأ�سغر ينطبق على محور ال�سادات ومعادلته �ص=0، وطوله 2ب = 6وحدات.

�ص2
25

�ص2
9 ومعادلته هي:   

انظر ال�سكل )5–34(.
لحظ اأنَّ اإحداثيي طرفي محوره الأ�سغر هما النقطتان )0، 3( ، )0، -3(.

3
 ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي. 

�ص2
25

�ص2
9 جد عنا�شر القطع الناق�ص الذي معادلته 

4 
واختلافه   )0  ،  5-(  ،)0  ،  5( النقطتان  هما  راأ�ساه  الذي  الناق�ص  القطع  ومعادلة  عنا�شر  جد 

المركزي 0.8
الحل

لحظ اأنَّ محور القطع الأكبر يوازي محور ال�سينات، فتكون معادلة القطع الناق�ص:
)�ص – د(2

اأ 2
)�ص – هـ (2

ب 2
  2اأ = 10، ومنه اأ = 5                    لماذا؟
 8
جـ = 10

اأ وبما اأنََّّ الختلاف المركزي = 
اإذن ج ـ = 4

ب2  = اأ2 – جـ2 
16 – 25 =  

  = 9 ،  ومنه ب = 3

ال�ضكل )34-5(
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5

4
جد معادلة القطع الناق�ص الذي اأحد روؤو�سه النقطة  )4 ، 1(، والبوؤرة القريبة من هذا الراأ�ص 

هي النقطة )2 ، 1( واختلافه المركزي 0.5

جد معادلة القطع الناق�ص الذي يم�ص كلاًّ من الم�ستقيمات:
 �ص= 8 ، �ص= -2 ،   �ص= 9 ، �ص= 1.     حل ال�سوؤال بطريقتين مختلفتين.

اعتمادًا على مثال)3( معادلة القطع الناق�ص هي :

1 = 
)�ص-2(2

25  + 
)�ص+1(2

16
وبفك حدود المعادلة لتحويلها اإلى ال�سورة العامة، تجد ما يلي:

25)�ص + 1(2 + 16)�ص – 2(2 = 400
25) �ص2 +2�ص +1( + 16) �ص2 - 4�ص +4( – 400 = 0

25 �ص2 +50�ص + 20 + 16�ص2 - 64�ص +64 – 400 = 0
25 �ص2 + 16�ص2  + 50�ص  - 64�ص  – 311 = 0

لحظ اأنَّ المعادلة هي على ال�سورة:
اأ �ص2 + ب �ص2 + جـ �ص + د �ص + هـ = 0

ال�سورة العامة لمعادلة القطع الناق�ش هي:
اأ �ص2 + ب �ص2 + جـ �ص + د �ص + هـ = 0 ، حيث اأ ، ب ، جـ ، د ، هـ اأعداد حقيقية

اأ  × ب < 0، اأ  ≠ ب

بالرجوع اإلى ال�سورة العامة لمعادلة القطع الناق�ص، ناق�ص ما ياأتي:
ع ال�شرط   اأ  ≠ ب ؟ 1( لماذا وُ�سِ

2( ما ال�سكل الهند�سي الذي تمثله المعادلة اإذا كانت اأ × ب = 0 ؟ )ناق�ص جميع الحالت(

فكر وناق�ش
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جد عنا�شر القطع الناق�ص الذي معادلته:
�ص2 + 10�ص2 – 6�ص – 40�ص - 11 = 0

الحل
: اأعد ترتيب المعادلة مع تجميع الحدود تجد اأنَّ

 )�ص2 – 6�ص( + 10)�ص2 – 4�ص( = 11      
: وباإكمال المقدارين داخل الأقوا�ص اإلى مربعين كاملين تجد اأنَّ

)�ص2 – 6�ص + )-3(2 – )-3(2( + 10 )�ص2 – 4�ص + )-2(2 – )-2(2( = 11 
)�ص-3(2 – 9 + 10)�ص-2(2 – 40 = 11     

)�ص-3(2 + 10)�ص-2(2  = 60                 

 = 1  لماذا؟
)�ص-2(2

6  + 
)�ص-3(2

60 اأي اأنَّ  

اأكمل الحل لإيجاد عنا�شر القطع الناق�ص.

ما المعطيات اللازمة لإيجاد معادلة قطع ناق�ص؟

5 

قطع ناق�ص معادلته 4�ص2 + 3�ص2 + 16�ص =176، جد كلاًّ مما ياأتي:
1( اإحداثيي مركزه.                   2( اإحداثيي الراأ�سين.

3( اإحداثيي البوؤرتين.                4( الختلاف المركزي.

6

تحدث
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ال�سورة  – 40�ص -11 =0( على  – 6�ص  المعادلة )�ص2 + 10�ص2  كتب خالد وعمر 
القيا�سية بال�سكل الآتي، وعلى الترتيب:

1 = 
)�ص-2(2

100  + 
)�ص-3(2

1 خالد: 

1 = 
)�ص-2(2

1  + 
)�ص-3(2

100 عمر:  
اكت�سف الخطاأ في حل كلٍّ منهما، واكتب ال�سواب.

فكر وناق�ش

هل تختلف عنا�شر القطع الناق�ص الذي معادلته   �ص2 +4�ص2 + 6�ص – 8�ص + 9 = 0
عن عنا�شر القطع الناق�ص الذي معادلته    2�ص2 +8�ص2 + 12�ص – 16�ص + 18 = 0  ؟

ر اإجابتك. برِّ

فكر وناق�ش

)π 1 بالمقدار ) اأ ب = 
�ص2
 +  ب2

�ص2
اأ2 تُعطى م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته 

1 = 
�ص2
9  + 

�ص2
121 جد م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته  

الحل
  π م�ساحة القطع الناق�ص  =  اأ ب

     = π 33 = π  * 3 * 11    وحدة م�ضاحة                لماذا؟

6 
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1( جد معادلة القطع الناق�ص في كلٍّ مما ياأتي، ثم ار�سم منحناه ب�سكل تقريبي:
اأ   ( راأ�ضاه النقطتان )4 ، 1(، )-2 ، 1( وطول محوره الأ�سغر 4وحدات.

ب( بوؤرتاه النقطتان ) 0 ، + 2( ، وراأ�ضاه النقطتان ) 0 ، + 5(.
6وحدات،  البوؤري  وبعده  ال�سينات،  محور  على  تقعان  وبوؤرتاه  الأ�سل،  نقطة  مركزه  جـ( 

والفرق بين طولَْ محورَيْهِ ي�ساوي 2 وحدة.
د ( مركزه نقطة الأ�سل، ومحوره الأكبر يوازي محور ال�سينات، ويمر منحناه بالنقطة )1 ، 3(، 

واختلافه المركزي 0.5
هـ( يمر بالنقطة )-8 ، 3(، ويقع مركزه على الم�ستقيم �ص=2، وبوؤرتاه تقعان على الم�ستقيم 

الذي معادلته �ص= 3 واختلافه المركزي 0.6.
و ( راأ�ضاه النقطتان )2 ، 0(، )-8 ، 0(، وطول محوره الأ�سغر ي�ساوي اأربعة اأمثال الم�سافة 

بين اأحد راأ�سيه والبوؤرة القريبة من ذلك الراأ�ص.
ز  ( نهايتا محوره الأ�سغر النقطتان ) + 3 ، 0( ويمر بالنقطة )2 ، 3(.

2( جد عنا�شر القطع الناق�ص المعطاة معادلته في كلٍّ مما ياأتي:

1 = 
�ص2
25  + 

�ص2
144 اأ   (  

1 = 
)�ص+1(2

81  + 
)�ص-4(2

25 ب(  

جـ( �ص2 + 4�ص2 =100
د  ( �ص2 + 2�ص2  + 4�ص =  6�ص - 7

هـ ( )2�ص +4(2 + )3 – �ص(2 = 64
4
3 و  ( 4�ص2 + 3�ص2 = 

3( جد معادلة القطع الناق�ص الذي اإحدى بوؤرتيه مركز الدائرة التي معادلتها 
)2�ص – 6(2 + )2�ص – 4(2 =36 ، وطول محوره الأ�سغر ي�ساوي طول قطر هذه الدائرة،

 ومعادلة محوره الأ�سغر هي �ص= -1.
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القطع  بوؤرة  هي  بوؤرتيه  واإحدى   ،)1  ،  1( النقطة  مركزه  الذي  الناق�ص  القطع  معادلة  جد   )4
المكافئ )�ص -1(2 -12�ص =0 ، وطول محوره الأ�سغر ي�ساوي )10(وحدات.

تقع على  النقطتان ب1)4 ، 0( ، ب2 )-4 ، 0( والنقطة ن)�ص ، �ص(  بوؤرتاه  ناق�ص  5( قطع 
منحنى القطع حيث اإنَّ محيط المثلث ن ب1 ب2 ي�ضاوي 24�سم، جد معادلته.

6( تتحرك النقطة و)�ص ، �ص( حيث يتحدد موقعها بالمعادلتين �ص= 5+ 3جاهـ ،
�ص= 2+2جتاهـ ، حيث هـ زاوية متغيرة، بينِّ اأنَّ النقطة )و( تتحرك على منحنى قطع ناق�ص، 

ثم جد بعده البوؤري.
7( قطع ناق�ص م�ساحته)π 40( وحدة مربعة، وراأ�ضاه النقطتان ) + 8 ، 0( ، جد معادلته.
8( جد طول ن�سف قطر الدائرة التي م�ساحتها ت�ساوي م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته

1 = 
�ص2
16  + 

�ص2
81      

ناق�ص  دائرة وقطع  ال�ضكل )5–35(  يمثل   )9
كانت  اإذا   ،)0  ،  0( المركز  في  م�ستركين 
م�ساحة القطع الناق�ص ت�ساوي مثلَيْ م�ساحة 
الدائرة المر�سومة داخله، فجد كلاًّ مما ياأتي:

اأ  ( الختلاف المركزي للقطع الناق�ص.   
ب( معادلة القطع الناق�ص.

                  1=  
)�ص -  ك(2

ب2   +  
)�ص - ل(2

اأ2 10( لمعادلة القطع الناق�ص  
اأثبت اأنَّ ب2 = اأ2 )1 – هـ2( حيث هـ: الختلاف المركزي للقطع الناق�ص.

11( يدور القمر حول الأر�ص في مدار على �سكل قطع 
ناق�ص ، حيث تقع الأر�ص في اإحدى بوؤرتي المدار، 
فاإذا كانت اأطول م�سافة بين الأر�ص والقمر ت�ساوي 
)م( كم، واأق�شر م�سافة بينهما ت�ساوي )ن( كم، كما 
في ال�ضكل )5–36(، فاأثبت اأنَّ الختلاف المركزي 

م - ن
م + ن لهذا القطع الناق�ص ي�ساوي  

ال�ضكل )35-5(

ال�ضكل )36-5(
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ال�ضكل )37-5(

ال�ضكل )38-5(

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ن)�ص ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى بحيث يكون الفرق 
المطلق بين بُعدَيْها عن النقطتين الثابتتَيْن ب1)5 ، 0( ، ب2 ) -5 ، 0( ي�ساوي دائما 8 وحدات.

القطع الزائد
The Hyperbolic رابعًا

القطع الزائد 
هو المحل الهند�سي للنقطة ن)�ص ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى الإحداثي، بحيث يكون 
الفرق المطلق بين بُعْدَيها عن نقطتين ثابتتين ب1، ب2 )تُ�سميان البوؤرتين( ي�ساوي مقدارًا ثابتًا.

تعلمت �سابقًا بع�ص اأنواع القطوع المخروطية، والآن �ستتعرف نوعا اآخر ي�سمى القطع الزائد.
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يمثل ال�ضكل )5–38( منحنى قطع زائد، له محوران للتماثل هما الم�ستقيم المارّ بالبوؤرتين ب1، ب2 
والم�ستقيم العمودي عليه والمن�سف للقطعة الم�ستقيمة ب1 ب2 ، تُ�سمى نقطة تقاطع المحورين مركز 
القطع الزائد، وت�سمى الم�سافة بين البوؤرتين البعد البوؤري، اأما الم�ستقيم المار بالبوؤرتين فيقطع منحنى 
المحور  راأ�سي القطع، والقطعة الم�ضتقيمة ر1 ر2  تُ�ضمى  القطع الزائد في النقطتين ر1، ر2 وت�ضميان 
القاطع )المحور البوؤري(، بينما ت�سمى القطعة الم�ستقيمة التي طرفيها النقطتان د1 ، د2 المحور المرافق 

للقطع الزائد.
ال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع الزائد الذي مركزه النقطة ) د ، هـ (،  ومحوره القاطع يوازي محور ال�سينات:

اعتمادًا على  ال�سكل )5-39(، لحظ اأنَّ مركز القطع الزائد هو النقطة  م) د، هـ(، ومحوره القاطع 
اأنَّ البعد البوؤري ي�ساوي )2جـ( ، والمقدار الثابت )2اأ( ي�ضاوي  يوازي محورال�سينات، وبفر�ص 
الفرق المطلق بين بُعدَي النقطة المتحركة ن عن بوؤرَتَيْ القطع، حيث 2اأ > 2جـ ، اأ ، جـ اأعداد حقيقية 
موجبة وبذلك فاإنَّ اإحداثيَيْ بوؤرتَيْ القطع الزائد هما:  ب1) د+جـ ، هـ(،   ب2) د- جـ ، هـ(

ال�ضكل )39-5(
: ومن تعريف القطع الزائد تجد اأنَّ

| ن ب1 - ن ب2 | = 2اأ  ومنه
)�ص –  )د+جـ( (2 + )�ص- هـ(2  -     ) �ص – )د – جـ( (2 + )�ص- هـ(2 = +2اأ

) �ص –  )د+جـ( (2 + )�ص- هـ(2 = +2اأ +    ) �ص – )د – جـ( (2 + )�ص- هـ(2 
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ال�ضكل )40-5(

 اأ2   >  جـ2  ومنه  اأ2 – جـ2> 0
مت دائرة مركزها )م( ، وطول ن�سف قطرها  واإذا رُ�سِ
اأبعاده )2اأ( ، )2ب( كما  )جـ(وبداخلها م�ستطيل 
في ال�ضكل )5 –40( تجد اأنَّ جميع روؤو�ص الم�ستطيل 
تم�ص الدائرة و�سينتج المثلث ك م ر1  قائم الزاوية في ر1.
وبتطبيق مبرهنة فيثاغور�ص على المثلث ك م ر1 �ستجد 

اأن:
جـ2 = اأ2 + ب2    ومنه  - ب2 = اأ2 – جـ2    

وبتربيع الطرفين:
))�ص– د(- جـ(2+ )�ص- هـ(2= 

4اأ2 ±  4اأ    ))�ص– د(+ جـ(2+ )�ص- هـ( 2  + ))�ص – د( + جـ (2 + )�ص- هـ( 2
: وبفك الأقوا�ص وتب�سيط المعادلة تجد اأنَّ

اأ2 + جـ )�ص- د( = ± اأ    ) )�ص– د(+ جـ(2+ )�ص- هـ( 2
: وبتربيع الطرفين واإخراج حدود كعوامل م�ستركة تجد اأنَّ

)اأ2 – جـ2( )�ص - د(2 + اأ2)�ص- هـ(2 = اأ2 ) اأ2 -  جـ2( 
: وبق�سمة طرفي المعادلة على اأ2 ) اأ2 - جـ2(  ينتج اأنَّ

1 = 
 )�ص - هـ(2
) اأ 2 - جـ2(  + 

)�ص - د(2
اأ2

من تعريف القطع الزائد تجد اأنَّ اأ > جـ، وبما اأنَّ كلاًّ من العددين اأ ، جـ موجب فاإنِّ 

: وبتعوي�ص المقدار )- ب2( في المعادلة ينتج اأنَّ

)1(.......... 1 =  
 )�ص - هـ(2

ب2   -  
)�ص - د(2

اأ2
وهي تمثل اإحدى ال�سور القيا�سية لمعادلة القطع الزائد الذي عنا�شره هي: 

1( مركزه النقطة )د ، هـ(.



363

الحل
اإحداثيا مركز القطع )1 ، 1(                           

: من تعريف القطع الزائد تجد اأنَّ
ن�سف طول المحور المرافق ب = 4 وحدات.      لماذا؟
 الم�سافة بين راأ�ص القطع ومركزه  اأ = 3 وحدات.      لماذا؟

وبما اأنَّ المحور القاطع يوازي محور ال�سينات، اإذن معادلة القطع الزائد هي:

  1 =  
 )�ص-1(2

16   -  
)�ص-1(2

9

2( بوؤرتاه هما النقطتان ب1 )د+جـ ، هـ( ، ب2)د-جـ ، هـ( حيث جـ هي بعد البوؤرة عن المركز.
3( اإحداثيا الراأ�سين هما ر1)د+ اأ ، هـ( ، ر2)د - اأ ، هـ(

4( محوره القاطع يوازي محور ال�سينات ومعادلته �ص= هـ ، وطوله ي�ساوي 2اأ.
5( محوره المرافق يوازي محور ال�سادات ومعادلته �ص= د ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لحظ اأنَّ بعده البوؤري )الم�سافة بين البوؤرتين( ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = اأ2 + ب2(
جـ .

اأ واختلافه المركزي = 
و اإحداثيي طرفي محوره المرافق هما النقطتان )د ، هـ+ب( )د ، هـ - ب(

جد معادلة القطع الزائد الممثل منحناه في ال�سكل )5 – 41(.
1 

جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأ�سل، ومحوره المرافق يوازي محور ال�سادات وطوله 
ي�ضاوي 12 وحدة، واإحدى بوؤرتيه النقطة )10 ، 0(، ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي.

ال�ضكل )5- 41(

1
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الزائد الذي عنا�شره هي: 
1( مركزه النقطة )د ، هـ(.

2( بوؤرتاه النقطتان ب1)د ، هـ + جـ( ، ب2)د ، هـ - جـ ( حيث جـ هي بعد البوؤرة عن المركز.
3( اإحداثيا الراأ�سين هما ر1)د، هـ + اأ ( ، ر2)د، هـ - اأ(

4( محوره القاطع يوازي محور ال�سادات ومعادلته �ص= د ، وطوله ي�ساوي 2اأ
5( محوره المرافق يوازي محور ال�سينات ومعادلته �ص= هـ ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لحظ اأنَّ بعده البوؤري )الم�سافة بين البوؤرتين( ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = اأ2 + ب2(
جـ .

اأ واختلافه المركزي = 
و اإحداثيي طرفي محوره المرافق هما النقطتان )د + ب، هـ( )د - ب، هـ(

ال�سورة القيا�سية لمعادلة القطع الزائد الذي مركزه النقطة ) د ، هـ (،  ومحوره القاطع يوازي محور ال�سادات:
اإذا كان المحور القاطع للقطع الزائد يوازي محورال�سادات، فاإنَّ بوؤرتي القطع الزائد هما النقطتان: 

ب1) د ، هـ+جـ(، ب2) د، هـ - جـ( كما يو�سح ال�سكل )42-5(.
وباإجراء الخطوات ال�سابقة تجد اأنَّ معادلة القطع الزائد هي:

ال�ضكل )42-5(

  = 1 ..........)2(       لماذا؟        
 )�ص- د (2

  -   ب2 
)�ص- هـ(2

اأ2

للقطع  القيا�سية  ال�سور  اإحدى  تمثل  وهي 
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جد معادلة القطع الزائد في كل مما ياأتي:
1( مركزه النقطة )4 ، -1(، واأحد روؤو�سه النقطة )4 ، 2(، وطول محوره المرافق)8( وحدات.

2( بوؤرتاه النقطتان )6 ، 0( ، )0 ،0( ويقطع منحناه محور ال�سينات عند �ص=5.
الحل

1( لحظ اأنَّ المركز والراأ�ص يقعان على م�ستقيم يوازي محور 
      ال�سادات، اأي اأنَّ المحور القاطع يوازي محور ال�سادات.

اإذن معادلة القطع الزائد هي:

 1 =  
 )�ص- د (2

  -   ب2 
)�ص- هـ(2

اأ2
بما اأنَّ م)4 ، -1( ، ر)4 ، 2(، فاإنَّ اأ = 3          لماذا؟

وحيث اأنَّ طول المحور المرافق = 8 وحدات، اإذن ب = 4وحدات.
ومنه فاإن معادلة القطع هي:

  1 =  
 )�ص- 4(2

16   -  
)�ص+1(2

9
انظر ال�سكل)5–43(.

    < 1   )لماذا؟(
 جـ 
لحظ من تعريف القطع الزائد اأنَّ جـ < اأ، واأنَّ كلاًّ من القيمتين اأ ، جـ   موجبتان، ومنه     اأ  

ولذلك �سمي القطع زائدًا، لأنَّ اختلافه المركزي زاد عن واحد.

2 

ال�ضكل )43-5(

2( بما اأنَّ البوؤرتين تقعان على محور ال�سينات ، فاإنَّ المحور القاطع يقع على محور ال�سينات اأي�سا، 
وتكون معادلة القطع الزائد هي:

 1 =  
 )�ص - هـ (2

  - ب2 
)�ص - د(2

اأ2
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البوؤرتان )6 ،0(، )0 ، 0( ومنه جـ  = 3. 
مركزالقطع الزائد هو النقطة )3 ، 0(

اإحداثيا اأحد روؤو�ص القطع النقطة ) 5  ، 0(، ومنه اأ = 2
 : ومن العلاقة بين عنا�شر القطع الزائد، تجد اأنَّ

= جـ2 - اأ2                                      ب2 
 4 – 9 =  

   5 =  
اإذن معادلة القطع هي:                            

1 = 
  �ص2
 5 -  

)�ص-3(2
4

انظر ال�سكل )5–44(

1 = 
)�ص+2(2

 9 -  
)�ص-1(2

16 جد عنا�شر القطع الزائد الذي معادلته  
ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي.

الحل
من المعادلة تجد اأنَّ المحور القاطع للقطع  موازٍ لمحور ال�سينات.

  اأ2 = 16 ، ومنه اأ = 4
 ب2 = 9 ، ومنه ب= 3

وبذلك فاإنَّ جـ = 5
وبذلك تجد اأنَّ عنا�شر القطع الزائد هي:

1( مركزه هو النقطة ) 1 ، -2(.
2( بوؤرتاه: ب1 )د+ جـ ، هـ( = )6 ، -2( ،  ب2 )د- جـ ، هـ( = )-4 ، -2(

2
 جد معادلة القطع الزائد الذي نهايتا محوره المرافق النقطتان ) +2 ، 0( ويمر بالنقطة )1 ،3(.

ال�ضكل )44-5(

3
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3

3( راأ�ضاه: ر1 )د + اأ ، هـ( = )5 ، -2(  ،  ر2 )د - اأ ، هـ( = )-3 ، -2(
4( معادلة محوره القاطع �ص= -2، وطوله =2اأ = 8 وحدات.

5( محوره المرافق يوازي محور ال�سادات ومعادلته �ص=1، وطوله= 2ب  = 6 وحدات.

وال�ضكل )5–45( يمثل منحنى القطع.

ال�ضكل )45-5(

 = 1  ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي.
)�ص-1(2

144  -  
�ص2
25 جد عنا�شر القطع الزائد الذي معادلته 

 ، 5
2 جد عنا�شر ومعادلة القطع الزائد الذي راأ�ساه النقطتان )1 ، + 4(  ، واختلافه المركزي 

ثم ار�ضم منحناه ب�ضكل تقريبي.
الحل 

لماذا؟   1 =  
 )�ص- د (2

  -   ب2 
)�ص- هـ(2

اأ2 معادلة القطع الزائد على ال�سورة :   
2اأ = 8،  ومنه اأ = 4                             

  5
2  = جـ

اأ بما اأنَّ   
اإذن جـ = 10 ،  ومنه ب = 2   21
وبذلك فاإنَّ عنا�شر هذا القطع هي:

1( مركزه النقطة  )1 ، 0(                                                                             لماذا؟

4
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2( بوؤرتاه  النقطتان  ) 1 ، + 10(.
3( راأ�ضاه النقطتان )1 ،  + 4(

4( المحور القاطع يوازي محور ال�سادات ومعادلته �ص=1، 
وطوله 8 وحدات.

ال�سينات ومعادلته  ينطبق على مـحور  المرافق  5( المحور 
�ص=0، وطوله 4  21 وحدة.

1 = 
)�ص-1(2

84  - 
�ص2
16 6( معادلة القطع الزائد هي: 

ال�ضكل )5-46(وال�ضكل )5–46( يمثل منحنى القطع.

4
جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأ�سل، واإحدى بوؤرتيه النقطة )-5، 0( 

واختلافه المركزي   53  .

اعتمادًا على مثال)3( تجد اأنَّ معادلة القطع الزائد  وهي :

1 = 
)�ص+2(2

9  - 
)�ص-1(2

16  
وبفك حدود المعادلة لتحويلها اإلى ال�سورة العامة تجد ما يلي:

9)�ص - 1(2 - 16)�ص + 2(2 = 144
9) �ص2 -2�ص +1( - 16) �ص2 + 4�ص +4( – 144 = 0

9 �ص2 - 18�ص + 9 - 16�ص2 - 64�ص -64 – 144 = 0
9 �ص2 - 16�ص2  - 18�ص  - 64�ص  – 199 = 0

لحظ اأنَّ المعادلة هي على ال�سورة:    اأ �ص2 + ب �ص2 + جـ �ص + د �ص + هـ = 0

ال�سورة العامة لمعادلة القطع الزائد وهي :
اأ �ص2 + ب �ص2 + جـ �ص + د �ص + هـ = 0 ، حيث اأ ، ب ، جـ ، د ، هـ اأعداد حقيقية

                                                                                اأ  × ب > 0
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5

جد عنا�شر القطع الزائد الذي معادلته:
12�ص2 - 4�ص2 + 24�ص + 16�ص - 52 = 0

الحل
12)�ص2 + 2�ص( - 4)�ص2 - 4�ص( = 52

: وباإكمال المقدارين داخل الأقوا�ص اإلى مربعين كاملين تجد اأنَّ
12)�ص2 + 2�ص + )1(2 – )1(2( - 4)�ص2 - 4�ص + )-2(2 – )-2(2( = 52 

12)�ص+1(2 – 12 - 4)�ص-2(2 + 16 = 52     
12)�ص+1(2 - 4)�ص-2(2  = 48

 1 =  
 )�ص- 2 (2

12 -  
)�ص + 1(2

4
اأكمل الحل لإيجاد عنا�شر القطع الزائد.

 
1( كيف ت�ستطيع اأن تحدد نوع القطع المخروطي  من ال�سورة العامة لمعادلته؟

2( كيف ت�ستطيع اأن تحدد نوع القطع المخروطي  من ال�سورة القيا�سية لمعادلته؟
ا، اأو زائدًا ( اإذا عُلِمَ اختلافه المركزي؟ 3( كيف تحدد نوع القطع المخروطي ) مكافئًا، اأو ناق�سً

5

جد عنا�شر القطع الزائد اإذا علمت معادلته في كل مما يلي:
 1( 2�ص2 - 4�ص =  5�ص2+ 30�ص+53 

2( 9�ص2 - 4�ص2 = 36

ما المعطيات اللازمة لإيجاد معادلة قطع زائد؟

تحدث اإلى زملئك

تحدث اإلى زملئك
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1( جد معادلة القطع الزائد في كلٍّ مما ياأتي، ثم ار�سم منحناه ب�سكل تقريبي:

اأ   ( راأ�ضاه النقطتان ) +  3 ، 0(، وطول محوره المرافق 4وحدات.

ب( بوؤرتاه النقطتان ) 0 ، + 13( ، وراأ�ضاه النقطتان ) 0 ، + 5(.

وحدة،   12 وطوله  ال�سادات  محور  على  منطبق  القاطع  ومحوره  الأ�سل،  نقطة  مركزه  جـ( 
3
واختلافه المركزي   2

د  ( راأ�ساه النقطتان )-3 ، 1(، )1 ، 1( ويمر بالنقطة )2 ، 3(.

وحدات،   8 وطوله  ال�سينات،  محور  على  منطبق  القاطع  ومحوره  الأ�سل،  نقطة  مركزه  هـ( 
وطول محوره المرافق 4 وحدات.

 2    2 المرافق  محوره  وطول  ال�سادات،  محور  على  تقعان  وبوؤرتاه  الأ�سل  نقطة  مركزه   ) و 
وحدة، واختلافه المركزي 3.

2( جد عنا�شر كلِّ قطع زائد اإذا علمت معادلته في كلٍّ مما ياأتي:

1 = 
�ص2
25 - 

�ص2
اأ   (  144

1 =  
 )�ص+ 1(2

 16   -  
)�ص- 2(2

36 ب(  

جـ( �ص2 = 4�ص2 - 16

د  ( 4�ص2 - �ص2  - 10�ص =  16�ص + 17

هـ ( 9�ص2 – 4�ص2 = 36
4
3 و  ( 4�ص2 - 3�ص2 =   

ز  ( )�ص +2(2 – )�ص- 3(2 =1
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3( جد معادلة القطع الزائد الذي اإحدى بوؤرتيه مركز الدائرة التي معادلتها 
     )2�ص – 6(2 + )2�ص – 4(2 =36 ، وطول محوره المرافق ي�ساوي طول قطر هذه الدائرة، 

ومعادلة محوره المرافق هي �ص= -1. 
4( جد معادلة القطع الزائد الذي اأحد راأ�سيه مركز الدائرة التي معادلتها 

)2�ص – 8(2 + )2�ص – 6(2 = 16 وطول محوره المرافق ي�ساوي  قطر هذه الدائرة، ومركزه 
يقع على الم�ستقيم الذي معادلته �ص= -1.

5( قطع زائد مركزه نقطة الأ�سل ومعادلته ل �ص2- ك �ص2 =90، وطول محوره القاطع  )6   2 (  
وحدة، وبوؤرتاه تنطبقان على بوؤرتَيْ القطع الناق�ص الذي معادلته 9�ص2+16�ص2 =576، 

جد قيمة كل من ل ، ك حيث ل ، ك اأعداد حقيقية.

6( تتحرك النقطة و)�ص ، �ص( حيث يتحدد موقعها بالمعادلتين �ص= 5قاهـ -4،
�ص= 2-3ظاهـ ، هـ زاوية متغيرة، جد معادلة م�سار النقطة )و( ، ثم بينِّ نوعه.
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1( جد عنا�شر كلِّ قطع اإذا عُلِمَت معادلته في كلٍّ مما ياأتي:

  اأ ( �ص2 = 3 �ص + 2
ب( �ص2 = 3�ص + 2�ص2

جـ( �ص2 = 15 – 2�ص2

 د ( 2�ص2 + 2�ص2 – 4�ص + 12�ص -12 =0

هـ ( 9�ص2 + 8�ص – 4 =4�ص2 + 36

 39
4   = 2) 3

 و ( 3)�ص+2(2 – )�ص +   2

2( جد معادلة القطع المخروطي في كلٍّ من الحالت الآتية:
  اأ ( قطع مكافئ محوره يوازي محور ال�سينات، ويمر بالنقاط ) 3 ، 3(، )6 ، 0( ، )0 ، 2(.

ب( قطع ناق�ص مركزه النقطة )3 ، 2(، وبوؤرتاه النقطتان )1 ، 2(، )5 ، 2( وطول محوره 
الأكبر ي�ساوي 6 اأمثال البعد البوؤري.

جـ( قطع زائد بوؤرتاه النقطتان )3 ، -2(، )3 ، 4(، وراأ�ضاه النقطتان )3 ، -1(، )3 ، 3(.

3( جد معادلة المحل الهند�سي لنقطة تتحرك في الم�ستوى 
المحورين  عن  مت�ساوياً  بعدًا  تبعد  بحيث  الإحداثي؛ 
الإحداثيين، وتمر اأثناء حركتها في الربعين الثاني والرابع. 
بوؤرته  مكافئ   قطع  منــحنى  يمثل   )47-5( ال�ضكل   )4
متــطابق  ل  ع  ب  المثلث  اأنَّ  علمت  اإذا  ب،  النقطة 
معادلة  فجد  وحدة،   )40( �سلعه  طول  الأ�سلاع، 

ال�ضكل )5-47(القطع المكافئ.
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5( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى الإحداثي ن)�ص ، �ص( التي يكون 
بُعدها عن الم�ضتقيم �ص= 7 ي�ساوي مثلَيْ بُعدها عن النقطة ك)1 ، 0(، وبينِّ نوعه.

6( تتحرك النقطة و)�ص ، �ص( في الم�ستوى الإحداثي حيث يتحدد موقعها في اللحظة    ن ≤  0  
بالمعادلتين �ص= جتا2ن ، �ص= 3جان، جد معادلة م�سار النقطة و ، ثم بينِّ نوعه.

7( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة م )�ص ، �ص( المتحركة في الم�ستوى بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )3( وحدات عن الم�ستقيم الذي معادلته 3�ص + 4�ص= 5 ، وتمر اأثناء حركتها بمركز 

الدائرة التي معادلتها )�ص - 4(2 + )�ص – 2(2 =9 
8( قطع مخروطي اختلافه المركزي > 1، وبوؤرتاه )-2 ، -1(، )2 ، -1( ويمر بنقطة الاأ�ضل، 

جد عنا�شر هذا القطع.
9( اإذا كانت المعادلة: ك �ص2 + 3�ص2 = 11 تمثل معادلة قطع ناق�ص محوره الأكبر مواز لمحور 

11
ب2+جـ2 ال�سينات، اأثبت اأنَّ ك =   

10( اإذا كان هـ1 ، هـ2 يمثلان الختلافين المركزيين للقطعين المخروطيين اللَّذين معادلتاهما:

1 =  
�ص2

ك2   -  
�ص2
ل2  

1 =  
�ص2
ل2     -  

�ص2
ك2    

1 =  1
2ـ 2 ه   +  1

2ـ 1 ه   : فاأثبت اأنَّ

11( يتكون هذا ال�سوؤال من 13 فقرة من نوع الختيار من متعدد، لكل منها 4 بدائل واحد منها 
فقط �سحيح، �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:

)1( طول ن�سف قطر الدائرة التي معادلتها )2�ص+4(2 + )2�ص- 10(2 =36 ي�ضاوي:
اأ ( 3  وحدات       ب( 6 وحدات       جـ( 7 وحدات           د( 9 وحدات
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)2( معادلة دليل القطع المكافئ الذي معادلته �ص2 + 4�ص – 8 = 0 هي:
اأ ( �ص=1                  ب( �ص= 3       جـ( �ص= 1                د( �ص= 3

)3( نوع القطع المخروطي الذي معادلته �ص2= 3�ص+ 2�ص2 هو:
اأ ( دائرة                  ب( مكافئ       جـ( ناق�ص                   د( زائد

)4( اإذا كانت بوؤرة القطع المكافئ الذي معادلته )�ص+1(2 = -8)�ص + د( هي النقطة 
)3 ، -1( ، فاإن د ت�ساوي: 

   اأ ( -5             ب( -3                 جـ( 3                  د ( 5

)5( اإحداثيا نهايتي المحور المرافق للقطع الزائد الذي معادلته )�ص+2(2 – )�ص-3(2 =1 هي:
   اأ ( )-2 + 1، 3(                      ب( )-2، 3 + 1(
 جـ( )2 +1، -3(            د  ( )2، -3 + 1(

)6( طول المحور الأ�سغر للقطع الناق�ص الذي يم�ص كلاًّ من الم�ستقيمات �ص=1، �ص=9 ، 
�ص= -1 ، �ص = 5 ، ي�ضاوي:

    اأ( 3 وحدات        ب( 4 وحدات      جـ( 6 وحدات       د ( 8 وحدات.

)7( تتحرك النقطة ن)�ص ، �ص( في الم�ستوى بحيث يتحدد موقعها بالمعادلة

 1 =  
 �ص2

ل2  - 16 +  
�ص2
ل

حيث ل عدد ثابت، اإذا كانت 0 > ل > 16، فاإنَّ المحل الهند�سي لحركة النقطة ن يمثل:
ا      جـ( قطعًا زائدًا        د( دائرة    اأ ( قطعًا مكافئًا       ب( قطعًا ناق�سً

)8( تتحرك النقطة ن)�ص ، �ص( في الربعين الأول والثالث من الم�ستوى الإحداثي، حيث تبقى 
على بُعدينِ مت�ساوييِن من المحورين الإحداثيين. اإنَّ معادلة المحل الهند�سي للنقطة ن هي: 

   اأ ( �ص = �ص3    ب( �ص = �ص3        جـ( �ص = - �ص       د( �ص = �ص
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 )9(    قطع مخروطي معادلته 9)�ص + 1(2 – 16)�ص - 2(2 = -144، فاإنَّ اختلافه المركزي ي�ساوي:
5
4           د(    4

5           جـ(    5
3 3             ب(   

   اأ (    5
)10( ال�ضكل )5–48( يمثل منحنى قطع ناق�ص مركزه نقطة الأ�سل، واإحدى بوؤرتيه النقطة 
ب)3 ، 0(، واإحدى نهايتي محوره الأ�سغر النقطة د)0 ، 4(. فاإنَّ طول محوره الأكبر 

ي�ضاوي:
 اأ ( 12           ب( 10               جـ( 7                  د( 5

)11( م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته 4�ص2 + 9�ص2 = 36 بالوحدات المربعة ي�ضاوي:
π 36 )د          π 13 )جـ           π 6 )ب             π 5 ) اأ 

)12( قطع مكافئ يقع راأ�سه على مركز القطع الزائد الذي معادلته 
فاإنَّ معادلة محور تماثل  – 8)�ص-2(2 = 72 ، وبوؤرته )1 ، 3(،  9 )�ص -1(2 

2
القطع المكافئ هي:

اأ ( �ص=1              ب( �ص= -1               جـ( �ص= 2    د( �ص= -2

∗ )13( معادلة الدائرة الممثلة بال�سكل )5-49( هي:

اأ   ( �ص2 + �ص2 - 6�ص + 4�ص- 9 =0
ب( �ص2 + �ص2 - 6�ص + 4�ص+9 =0

جـ ( �ص2 + �ص2 - 6�ص - 4�ص- 3 =0
د  ( �ص2 + �ص2 - 6�ص + 4�ص- 3 =0

)∗( ال�سوؤال من اأ�سئلة الختبارات الدولية
ال�ضكل )49-5(

ال�ضكل )48-5(
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في هذه الوحدة �ستتعرّف جزءًا من علم الإح�ساء، وهو الجزء الذي يعبر عن العلم الذي يقوم 
على جمع المعلومات وت�سنيفها وعر�سها وتحليلها؛ ليتم بعد ذلك ا�ستخلا�ص النتائج والتو�سيات 

المفيدة في المجالت ال�سناعية والجتماعية والقت�سادية والزراعية والبحث العلمي وغيرها.
اأما الحتمالت فتهتم بح�ساب فر�سة وقوع حادث ما في التجارب الع�سوائية، ويُ�ستفاد منها 

في التنبوؤ بق�سايا م�ستقبلية.
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تحديد طبيعة الرتباط بين متغيرين من خلال �سكل النت�سار.
ح�ساب معامل ارتباط )بير�سون( بين متغيرين.

تف�سير دللة معامل ارتباط )بير�سون( بالن�سبة اإلى �سكل النت�سار.
تحديد اأثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط )بير�سون(.

اإيجاد معادلة خط النحدار للارتباط بين متغيرين. 
تطبيق معادلة خط النحدار للتنبوؤ بقيم اأحد المتغيرين.

تعرف المتغير الع�سوائي المنف�سل وحَلّ م�سائل عملية عليه.
تعرف توزيع ذي الحدين و ح�ساب احتمالت خا�سة بها.

تعرف العلامة المعيارية وح�سابها وتف�سيرها.
تعرف المتغير الع�سوائي المت�سل وا�ستق�ساء خ�سائ�ص منحنيات التوزيع الطبيعي.

ا�ستخدام خ�سائ�ص التوزيع الطبيعي وجدول الم�ساحات الخا�ص به في حل م�سكلات عملية.
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الفصل الأول

الإح�صاء
 Statistic

  تحدد طبيعة الرتباط بين متغيرين من خلال �سكل النت�سار.
  تح�سب معامل ارتباط )بير�سون( بين متغيرين.

  تف�شر دللة معامل ارتباط )بير�سون( بالن�سبة اإلى �سكل النت�سار.
  تجد اأثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط )بير�سون(.

  تجد معادلة خط النحدار للارتباط بين متغيرين. 
  تطبق معادلة خط النحدار للتنبوؤ بقيم اأحد المتغيرين، وتجد الخطاأ في التنبوؤ.

الارتباط
Correlation 

أولًا

في محا�شرة حول الأمرا�ص المزمنة التي يتعر�ص لها الإن�سان، قام الطبيب المحا�شر 
بتوجيه الأ�سئلة الآتية لطلبته:

1( هل هناك علاقة بين وزن الإن�سان و�سغط دمه؟
2( ما نوع هذه العلاقة؟

كثيراً ما تواجهنا م�سائل عملية اأو مواقف حياتية تت�سمن متغيرين، ويكون الهدف منها معرفة 
في ما اإذا كان هناك علاقة بينهما، وما نوعها؟ وما قوة هذه العلاقة؟

ففي الم�ساألة الواردة بداية الدر�ص لحظ اأنَّ هناك متغيرين هما وزن الإن�سان و�سغط دمه.
فاإذا كان لدينا المتغيران �ص، �ص، وكان حجم العينة )ن(، فيمكن كتابة البيانات على �سورة اأزواج 
مرتبة: )�ص1، �ص1(، )�ص2، �ص2(، )�ص3، �ص3(، .......، )�صن، �صن(، حيث يمكن تمثيل الأزواج 

المرتبة في الم�ستوى الإحداثي بمجموعة من النقط. وي�سمى ال�سكل الناتج �سكل النت�سار .
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يبين الجدول الآتي علامات �ستة طلاب )�ص( وعدد �ساعات الدرا�سة اليومي )�ص( لكلٍّ منهم:
123456رقم الطالب

235647عدد �ساعات الدرا�سة )�ص(
556570807590علامة الطالب )�ص(

1

ال�ضكل )1-6(

نوع  وبين  �ص،  �ص،  المتغيرين  بين  النت�سار  �سكل  ار�سم 
الرتباط بين عدد �ساعات الدرا�سة اليومي، وعلامة الطالب.

الحل
لاحظ من ال�ضكل )6-1( الذي يمثل �سكل النت�سار اأنَّ هناك 
ارتباطًا بين عدد �ساعات الدرا�سة اليومي، وعلامة الطالب؛ 
اإذ تزداد علامة الطالب )�ص( بازدياد عدد �ساعات الدرا�سة 

اليومي )�ص(.

يُ�سمى مثل هذا النوع من الرتباط ارتباطًا طرديَّا اإيجابيًّا. 

ومن �سكل النت�سار يمكننا معرفة نوع العلاقة بين المتغيرين �ص، �ص، وقوتها.
وهذا يقودنا اإلىتعريف الرتباط على النحو الآتي:

التغير في الآخر  اإلى  يوؤدي  اأحدهما  التغير في  اإنَّ  الارتباط الخطي: هوعلاقة بين متغيرين بحيث 
زيادةً اأو نق�سانًا، فاإذا كان المتغيران يزيدان معًا، اأو ينق�سان معًا فاإنَّ العلاقة بينهما طردية، اأما اإذا 

كان اأحدهما ينق�ص والآخر يزداد، فاإنَّ العلاقة بينهما عك�سية.
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اأي  اإلى  ي�سير  وهناك بع�ص الحالت ل يوجد ما 
)�ص(،  )�ص(،  المتغيرين  بين  الرتباط  من  نوع 
حيث تتجمع النقاط على �سكل دائرة اأو ب�سكل 
ع�سوائي؛ مما يدل على عدم وجود ارتباط خطي 

كما في ال�سكل)3-6(

في ال�ضكل )6-1(، وال�ضكل )6-2( لحظ اأنَّ النقط تتجمع حول خط م�ستقيم اأو تقع على خط 
ى هذا الرتباط ارتباطًا خطيًّاا م�ستقيم؛ لذلك ي�سمَّ

ى الرتباط في ال�سكل)2-6(  وبالتال فاإنَّ الرتباط في ال�سكل)6-1(  ارتباطًا خطيًّاا طرديًّاا ، وي�سمَّ
ارتباطًا خطيًّاا عك�سيًّاا.  

ال�ضكل )3-6(

1
يبين الجدول الآتي درجات الحرارة )�ص( و عدد عبوات الماء المبيعة )�ص(، في اأحد المحلات 

التجارية خلال خم�سة اأيام من �سهر اآب في اإحدى ال�سنوات: 
3234363840درجة الحرارة )�ص(

1114151820عدد العبوات المبيعة )�ص( 
ار�سم �سكل النت�سار بين المتغيرين �ص، �ص، وبينِّ نوع الرتباط بينهما. 

ال�ضكل )2-6(

ال�سكل  ففي  اأخرى؛  حالت  �سندر�ص  والآن 
المتغير  قيم  ازدادت  كلما  اأنَّه  نلاحظ   )2-6(
وي�سمى  تتناق�ص.  )�ص(  المتغير  قيم  فاإنَّ  )�ص( 
مثل هذا النوع من الرتباط ارتباطًا عك�سيًّاا �ضلبيًّا.

ر اإجابتك. في اأي اأ�سكال النت�سار ال�سابقة يكون الرتباط قويًّا، ومتى يكون �سعيفًا؟ برِّ
فكر وناق�ش



381

ن�شاط)2(

النت�سار لكلٍّ  ار�سم �سكل  المتغيرين �ص، �ص.  ارتباطية بين  الآتية تمثل علاقات  المعادلت   
منها، ثم اأجب عن الأ�سئلة التي تليها:

3( �ص = 5�ص + 2 2( �ص = 3�ص - 7    1( �ص = 2�ص + 5  

 اأ  ( ما اإ�سارة معامل �ص في كلِّ معادلة؟
ب( ما نوع الرتباط بين المتغيرين �ص، �ص في كلِّ معادلة ؟

جـ( ماذا تلاحظ؟

المعادلت الآتية تمثل علاقات ارتباطية بين المتغيرين �ص، �ص. ار�سم �سكل النت�سار لكلٍّ منها، 
ثم اأجب عن الأ�سئلة التي تليها:

3( �ص = -5�ص + 1 2( �ص = -3 – 2�ص   1( �ص = 4 - �ص  

اأ   ( ما اإ�سارة معامل �ص في كلِّ معادلة؟
ب( ما نوع الرتباط بين المتغيرين �ص، �ص في كلِّ معادلة ؟

جـ( ماذا تلاحظ؟

2
ر اإجابتك. بينِّ نوع الرتباط بين المتغيرين �ص، �ص، في العلاقة �ص =  1-3�ص. برِّ

ن�شاط)1( 
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1( الجدول الآتي  يمثل علامات �ستة طلاب في مبحثي العلوم )�ص( والريا�سيات )�ص( في امتحان 
ق�سير،  نهايته العظمى )10(، ار�سم �سكل النت�سار بين المتغيرين �ص، �ص، وبينِّ نوع الرتباط بينهما.

123456رقم الطالب
648723مبحث  العلوم )�ص(

9810852مبحث الريا�ضيات  )�ص( 

2( اأ   ( حدد نوع الرتباط بين المتغيرين �ص، �ص في كل من ال�سكلين )4-6(، )5-6(:

ب( قال اأحمد: اإنَّ �سكل النت�سار المو�سح في ال�سكل )6-5( يمكن اأن يُعبرَّ عنه ب�سكل تقريبي 
بالمعادلة:  �ص = 6 +3�ص. هل توافق اأحمد بما قال؟ برر اإجابتك. 

3( اأعط اأمثلة حياتية لمتغيرين يكون الرتباط بينهما:
اأ   ( طرديًّا.                                ب( عك�سيًّا.

اأم اأنك تحتاج  اأُعطيت علاقة الرتباط فقط؟  اإذا  4( هل ت�ستطيع تحديد نوع العلاقة بين متغيرين 
ل�سكل النت�سار؟

5(  اأ  ( اكتب جدولً لقيم متغيرين يكون الرتباط بينهما طرديًّا.
ب( اكتب جدولً لقيم متغيرين يكون الرتباط بينهما عك�سيًّا. 

جـ( ناق�ص اإجابتك مع زميلك.
6( اإذا كانت �ص = 3�ص -2. فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

 اأ   ( ما نوع هذا الرتباط بين المتغيرين �ص، �ص؟
ر اإجابتك(. ب( ما قوة هذا الرتباط؟ )برِّ

ال�ضكل )6-5(ال�ضكل )4-6(



383

معامل ارتباط بير�سون الخطي
Pearson Linear Correlation Coefficient ثانيًا

تعلمت �سابقًا كيفية تحديد نوع الرتباط وقوته بيانيًّا بال�ستعانة ب�سكل النت�سار. وفي هذا 
الدر�ص �ستتعرف مقيا�سًا كميًّا ي�ستخدم  لتحديد قوة العلاقة بين متغيرين ونوعها وهو معامل 

ارتباط بير�شون الخطي .

الجدول الآتي يبين علامات �ستة طلاب في مبحثي العلوم )�ص( والريا�سيات )�ص( في امتحان 
ق�سير، نهايته العظمى )10(، جد معامل ارتباط بير�سون الخطي بين  �ص، �ص.

123456رقم الطالب
648723علامة العلوم )�ص(

9810852علامة الريا�سيات  )�ص( 

1

اإذا كانت )�ص1، �ص1(، )�ص2، �ص2(، )�ص3، �ص3(، .......، )�صن، �صن(،
 اأزواجًا مرتبةً للمتغيرين �ص، �ص، فاإنَّ معامل ارتباط بير�سون الخطي بين المتغيرين )يُرمز له 

بالرمز ر(، يُعرف بالعلاقة:

المتو�ضطان  هما  ،  �ص   �ص  بينما    المتغير �ص،  لقيم  وترمز �صك  �ص،  المتغير  لقيم  ك 
�ص وترمز 

الح�سابيان لقيم �ص، �ص على الترتيب، ك = 1، 2، 3، ....، ن .

ر =
ك- �ص(

ك- �ص( )�ص
)�ص

ن

  ك=1

)�صك - �ص(2
ن

  ك=1

ك- �ص(2 * 
)�ص

ن

  ك=1
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1
يبين الجدول الآتي معدل عدد �ساعات الدرا�سة اليومي، ومعدلت خم�سة طلاب في ال�سف 

العا�شر، ار�سم �سكل النت�سار، ثم اح�سب معامل ارتباط بير�سون الخطي بين  �ص، �ص:

12345رقم الطالب
23578معدل عدد �ساعات الدرا�سة اليومي )�ص(

6570909085المعدل )�ص(

 : وبالتعوي�ص في قانون معامل ارتباط بير�سون تجد اأنَّ
0.79 =    28

44*28
ر =    

الحل
جد المتو�سط الح�سابي لكلٍّ من المتغيرين �ص، �ص:

 )�ص- �ص(2  )�ص- �ص(2)�ص- �ص( )�ص- �ص()�ص- �ص( )�ص- �ص(�ص�ص
6912214
481-11-11
81033999
7821241
253-2-694
322-5-10425

00282844المجموع

وعند تقدير معامل الرتباط )ر(، من �سكل النت�سار نجد ما ياأتي:
1( -1 ≥ ر ≥ 1           

5 =    3+2+7+8+4+6
6   �صك  =    

ن  �ص  =  

42 = 7   لماذا؟
6 �ص = 

ن الجدول الآتي:  كوِّ

ك=1

ن
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2

�شكل  في  النقط  اقتربت  كلما  الارتباط(؛  قوة  )تزداد  الارتباط  لمعامل  المطلقة  القيمة  تزداد   )4
الانت�شار من الخط الم�شتقيم.

: | ر| =1، ويكون الارتباط  5( اإذا وقعت جميع النقط في �شكل الانت�شار على خط م�شتقيم فاإنَّ
تامًّا. كما في ال�شكلين )6-6(، )8-6(

    

اأكمل الفراغ في الجمل الاآتية للح�شول على عبارات �شحيحة:
ا اإذا كانت قيمة معامل الارتباط ت�شاوي ...... 1( يكون الارتباط طرديًّا تامًّ

ا اإذا كانت قيمة معامل الارتباط ت�شاوي ...... 2( يكون الارتباط عك�شيًّا تامًّ
3( كلما كانت القيمة المطلقة لمعامل الارتباط قريبة من ال�شفر يكون الارتباط ......

: -1 ≥ ر > 0 3( اإذا كان هناك ارتباط خطي عك�شي بين �ص، �ص فاإنَّ
    كما في ال�شكلين )8-6(، )9-6(

ال�شكل )6-7(ال�شكل )6-6(

ال�شكل )6-9(ال�شكل )8-6(

: 0 > ر ≥ 1   2( اإذا كان هناك ارتباط خطي طردي بين �ص، �ص فاإنَّ
كما في ال�شكلين )6-6(، )7-6(
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3

اأثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�سون
لت قيم كلٍّ من �ص،  اإذا كان معامل ارتباط بير�شون الخطي بين المتغيرين �ص، �ص ي�شاوي )ر(، وعُدِّ

�ص ح�شب العلاقة:
�ص* = اأ �ص + ب   ، �ص* = جـ �ص + د ، حيث اأ، ب، جـ، د اأعداد حقيقية اأ≠0، جـ ≠0

فاإن معامل الارتباط بين �ص*، �ص* يكون:
1( )ر( اإذا كانت اإ�شارتا اأ، جـ مت�شابهتين.
2( )- ر( اإذا كانت اإ�شارتا اأ، جـ مختلفتين.

معامل  فجد   ،)0.75-( ي�شاوي  �ص  �ص،  المتغيرين  بين  الخطي  بير�شون  ارتباط  معامل  كان  اإذا 
ارتباط بير�شون الخطي بين �ص*، �ص* في كلٍّ مما ياأتي:

   1( �ص* = 7 �ص - 6   ، �ص* = 1 - 4 �ص 
   2( �ص* = 3 �ص +1   ، �ص* = -5 +  �ص

الحل
1(  بما اأنََّّ معاملي �ص، �ص مختلفان في الاإ�شارة فاإنَّ معامل ارتباط بير�شون بين �ص*، �ص* ي�شاوي 

.)0.75(
2( معامل ارتباط بير�شون بين �ص*، �ص*  ي�شاوي )-0.75(.

اإذا كان معامل ارتباط بير�شون الخطي بين المتغيرين �ص، �ص ي�شاوي )0.89(، فجد معامل 
ارتباط بير�شون الخطي بين �ص*، �ص* في كلٍّ من الحالات الاآتية:

   1( �ص* = -2�ص - 6   ، �ص* = 1 - 4 �ص 
   2( �ص* = 3 + �ص   ،    �ص* = -5 +  2�ص

2

ق من �شحة العبارة )1(، والعبارة )2( اأعلاه.  تحقَّ
فكر وناق�ش
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1(  اأكمل الفراغ في كلٍّ مما ياأتي للح�شول على عبارات �شحيحة:
  اأ  ( كلما كانت القيمة المطلقة لمعامل الارتباط الخطي قريبة من العدد )1( يكون الارتباط ......

ب( لا يوجد ارتباط خطي اإذا كانت قيمة معامل الارتباط ت�شاوي ........
جـ ( ي�شتخدم معامل ارتباط بير�شون لتحديد........... الارتباط بين متغيرين.

اح�شب  بالكيلوغرامات،  وكتلهم  بال�شنتيمترات  طلاب  خم�شة  اأطوال  الاآتي  الجدول  يبين   )2
معامل ارتباط بير�شون الخطي بين  �ص، �ص:

12345رقم الطالب
150156163164167الطول )�ص(

5456687072الكتلة  )�ص( 

 )�صر- �ص( )�صر- �ص( = -1،
5

ر=1 3(  اإذا كان �ص، �ص متغيرين، عدد قيم كلٍّ منهما )5( وكان 
 )�صر- �ص(2 = 10، فاح�شب قيمة معامل ارتباط بير�شون الخطي 

5

ر=1  )�صر- �ص(2  =10،  
5

ر=1
بين المتغيرين �ص، �ص.

4(  ما دلالة كلٍّ من الاإ�شارة الموجبة والاإ�شارة ال�شالبة لمعامل الارتباط؟

بين  الارتباط  معامل  وكان   ،)0.8( ي�شاوي  �ص  �ص،  المتغيرين  بين  الارتباط  معامل  كان  اإذا   )5
المتغيرين م، ن ي�شاوي )-0.9(، اأيُّ الارتباطين اأقوى؟ برر اإجابتك.

6(  اإذا كان معامل ارتباط بير�شون الخطي بين المتغيرين �ص، �ص ي�شاوي )0.13(، فجد معامل 
ارتباط بير�شون الخطي بين �ص*، �ص* في كلٍّ من الحالات الاآتية:

 اأ   ( �ص* = -2�ص +1   ، �ص* = 1 + 4 �ص 
ب( �ص* = 3 - �ص      ، �ص* = 7 -  2�ص
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معادلة خط الانحدار
Regression Line Equation ثالثًا

تعرفنا �شابقًا اإلى نوع الارتباط وقوته بيانيًّا عن طريق �شكل 
الانت�شار، وح�شابيًّا با�شتخدام معامل ارتباط بير�شون الخطي، 
المتغيرين،  بين  تربط  ريا�شية  علاقة  �شتجد  الدر�ص  هذا  وفي 
وذلك لا�شتخدامها في تقدير )التنبوؤ( بقيمة اأحد المتغيرين؛ اإذا 
علمت قيمة المتغير الاآخر، فاإذا عُلِمَ اأنَّ هناك ارتباطًا بين معدل 
الطالب وعدد �شاعات الدرا�شة، فاإنَّه يمكن تقدير )التنبوؤ( بمعدل 
الطالب اإذا عُلِمَ عدد �شاعات الدرا�شة لديه من خلال معادلة 
خط الانحدار التي تربط معدل الطالب وعدد �شاعات درا�شته.

وعند ر�شم �شكل الانت�شار بين المتغيرين فاإنَّ النقط التي لا تقع على الخط الم�شتقيم الذي يمثل 
معادلة خط الانحدار ت�شبب خطاأ في التنبوؤ يعبر عنه كالاآتي:

   بما اأنَّّ العلاقة بين المتغيرين خطية، فاإنَّه يمكن تمثيلها بمعادلة خط م�شتقيم هي:
�ص   = اأ�ص + ب، اأ≠0،  يُ�شمى خط انحدار �ش على �ش،  وتُ�شمى معادلته معادلة خط الانحدار، حيث 

�ص   القيمة المتنباأ بها  للقيمة الحقيقية �صر.
وللحد من تاأثير انحرافات النقاط عن الخط الم�شتقيم نختار قيمتي اأ، ب كما ياأتي:

    اأ  =                                                   ،  ب= �ص - اأ �ص

الخطاأ في التنبوؤ = القيمة الحقيقية – القيمة المتنباأ بها.
ر:القيمة المتنباأ بها.

وبالرموز: الخطاأ في التنبوؤ = �صر -  �ص  ر ، حيث �ص:القيمة الحقيقية، �ص    

ك- �ص(
ك- �ص( )�ص

)�ص
ن

  ك=1

ك- �ص(2  
)�ص

ن

  ك=1
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لاحظ �شاحب اأحد المحلات التجارية زيادة عدد �شكاوى الزبائن من طريقة تعامل العاملين في 
المحل، فاأخ�شع العاملين لبرنامج تدريبي يو�شح كيفية التعامل مع الزبائن، والجدول الاآتي يبين رقم 
ا�شتعِنْ  التدريب،  التي تلي  الزبائن )�ص( خلال الاأ�شابيع الخم�شة  الاأ�شبوع )�ص( وعدد �شكاوى 

بالجدول في الاإجابة عما ياأتي:
1( جد معادلة خط الانحدار للتنبوؤ بقيم �ص.

ر عدد ال�شكاوى المتوقعة في الاأ�شبوع ال�شاد�ص. 2( قدِّ
3( جد الخطاأ في التنبوؤ في الاأ�شبوع الثالث. ف�سِّ النتيجة بيانيًّا.

الحل
1(  �ص = 3،      �ص = 13      تحقق من ذلك.

     كون الجدول الاآتي:

1

متى يكون الخطاأ في التنبوؤ موجبًا، ومتى يكون �شالبًا؟ و�شح ذلك جبريًّا وبيانيًّا.
فكر وناق�ش

12345رقم الاأ�شبوع )�ص(
20171396عدد ال�شكاوى )�ص(

  )�ص- �ص(2)�ص- �ص( )�ص- �ص()�ص- �ص( )�ص- �ص( �ص�ص
1202-714-4
2171-44-1
3130000
4914-4-1
5627-14-4

10-0036المجموع

اح�شب قيمة كلٍّ من اأ، ب على النحو الاآتي:

3.6- =  36-
10 اأ =                                                   = 

ك- �ص(
ك- �ص( )�ص

)�ص
ن

  ك=1

ك- �ص(2  
)�ص

ن

  ك=1
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1

�ص بمعادلة خط الانحدار 2( لتقدير عدد ال�شكاوى المتوقعة في الاأ�شبوع ال�شاد�ص، عوِّ
�ص   ر = - 3.6�ص + 23.8 بقيمة �ص = 6 

�ص   ر  = - 3.6�ص *6 + 23.8 = 2 
    يتوقع اأن يكون عدد ال�شكاوى في الاأ�شبوع ال�شاد�ص اثنتين تقريبًا.  لماذا؟

3( لاإيجاد الخطاأ في التنبوؤ في الاأ�شبوع الثالث.
اح�شب القيمة المتنباأ بها عندما �ص = 3

�ص   ر = - 3.6�ص + 23.8 = 13 
الخطاأ في التنبوؤ = القيمة الحقيقية – القيمة المتنباأ بها = 13 – 13 = �شفر، )ف�سّ هذه النتيجة(

ار�شم �شكل الانت�شار لتف�شير النتيجة بيانيًّا.

يبين الجدول الاآتي عدد �شنوات الخبرة )�ص( و الاأجر اليومي )�ص( بالدينار، لخم�شة عمال في 
اإحدى ال�سكات: 

ن �شكل معادلة خط الانحدار من خلال الجدول.  1( خمِّ
2( جد معادلة خط الانحدار للتنبوؤ بقيم �ص اإذا علمت قيم �ص.

ر الاأجر اليومي لعامل خبرته 10 �شنوات. 3( قدِّ
4( جد الخطاأ في التنبوؤ عندما �ص = 6.

اإذن معادلة خط الانحدار هي:
  �ص    = اأ �ص + ب=  -3.6�ص + 23.8

45678عدد �شنوات الخبرة )�ص(
1516171819الاأجر اليومي )�ص(

ب = �ص  -  اأ �ص
    3×)3.6-( – 13 =      

23.8 =      
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1( يبين الجدول الاآتي الاأجر اليومي بالدينار الاأردني )�ص( و عدد �شاعات العمل )�ص(، لخم�شة 
موظفين في اإحدى ال�سكات: 

678910عدد �شاعات العمل )�ص(
1516171824الاأجر اليومي بالدينار )�ص(

  اأ  ( جد معادلة خط الانحدار للتنبوؤ بقيم �ص.
ر الاأجر المتوقع لموظف يعمل �شبع �شاعات يوميًّا. ب( قدِّ

جـ( اح�شب الخطاأ في التنبوؤ لعامل عمل 6 �شاعات في اأحد الاأيام.
2( يبين الجدول الاآتي �شت قيم للمتغيرين �ص، �ص.

243579معامل الذكاء )�ص(
71310162228علامة الفيزياء )�ص(

جد معادلة خط الانحدار للتنبوؤ بقيم )�ص( اإذا عُلِمَت قيم )�ص(.
3( اإذا علمت اأنَّ معادلة خط الانحدار الخطي للعلاقة بين �شاعات العمل )�ص(، وعدد الاأخطاء 
التي يرتكبها موظف في اليوم الواحد )�ص( هي: �ص = 0.5�ص +1، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

 اأ   ( جد قيم اأ، ب من المعادلة.
ر عدد الاأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل )8( �شاعات في اليوم.  ب( قدِّ

 جـ ( اإذا كان عدد الاأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل �شت �شاعات في اليوم هي اأربعة اأخطاء، 
فجد الخطاأ في التنبوؤ.

4( على ماذا تدل اإ�شارة ) اأ ( في معادلة خط الانحدار؟ 
5( اإذا كان �ص، �ص متغيرين عدد قيم كلٍّ منهما )6( وكان   �ص  =4 ،   �ص = 6 ،

 )�صر- �ص(2 = 10
6

ر=1  )�صر- �ص( )�صر- �ص(  = 7،
6

ر=1

فَجد معادلة خط الانحدار للتنبوؤ بقيم �ص اإذا عُلِمَت قيم �ص.
6( اإذا كانت معادلة خط الانحدار هي: �ص  ر = 2�ص+1 ،  وكانت )3، 9( نقطة من نقط �شكل 

الانت�شار للمتغيرين �ص، �ص، فجد الخطاأ في التنبوؤ عندما �ص = 3.
ا. 7( اكتب جدولًا يكون فيه الارتباط بين المتغيرين �ص، �ص عك�شيًّا تامًّ
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الفصل الثاني 
الاحتمالات
 Probabilities

  تتعرّف المتغير الع�شوائي المنف�شل والمت�شل.
ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي المنف�شل.   تكوِّ

  تح�شب الاحتمال با�شتخدام توزيع ذي الحدين.
  تتعرف العلامة المعيارية وعلاقتها بالعلامة الخام.

  تح�شب العلامة المعيارية وتف�سها.
  تتعرف منحنى التوزيع الطبيعي وخ�شائ�شه.

  ت�شتخدم خ�شائ�ص التوزيع الطبيعي وجدول الم�شاحات الخا�ص به في حل م�شائل عملية.

المتغير الع�شوائي
Random Variable أولًا

لاحظ اأنَّ عدد مرات الفوز هي: }0، 1، 2، 3، 4، 5{.
وهذا يقودنا للتعريف الاآتي:

Ω، ومداه مجموعة جزئية من الاأعداد الحقيقية،  العيني  الف�شاء  اقتران مجاله  الع�سوائي:  المتغير 
ويُرْمزُ له باأحد الرموز: ق، ع للدلالة عليه.

من  اأكثر  حقيقية  باأعداد  نتائجها  بربط  الاهتمام  يكون  الع�شوائية  التجارب  من  كثير  في 
النتائج نف�شها؛ فمثلًا عندما يخو�ص منتخبنا الوطني لكرة القدم خم�ص مباريات تجريبية فاإنَّ 

المدرب غالباً ما يهتم بعدد المرات التي يفوز بها المنتخب.
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اأنواع المتغيرات الع�سوائية
يتم ت�شنيف المتغيرات الع�شوائية اإلى نوعين هما:

1( متغير ع�شوائي منف�شل )Discrete Random Variable (، وتكون مجموعة مداه قابلة للعد 
مثل: عدد العمليات الجراحية الناجحة من بين )10( عمليات اأُجْرِيَتْ، اأو عدد الزائرين لاأحد 

المتاجر في يوم ما.
فترة  مداه  مجموعة  وتكون   ،)  Continuous Random Variable( مت�شل  ع�شوائي  متغير   )2
اأوزان الاأطفال حديثي الولادة في اإحدى الم�شت�شفيات. و�شيتم  اأكثر مثل:  اأو  اأو اتحاد فترتين 

التطرق له لاحقًا في هذه الوحدة.

حدد نوع المتغير الع�شوائي في كل من الحالات الاآتية:
1( قيا�ص اأطوال طلاب ال�شف الثاني ع�س في مدر�شة ما.

)3( كرات حمراء،  يحتوي  اإرجاع من �شندوق  التوالي دون  على  �شحب كرتين  2( في تجربة 
و)5( كرات بي�شاء، ودَلَّ المتغير الع�شوائي على عدد الكرات البي�شاء الم�شحوبة.

3( كمية الاأمطار في �شهر كانون الثاني لعام 2017م.

4( عدد الاأخطاء الطباعية في كتاب في طبعته الاأولى.

المت�شل

اأهم توزيعاته
)التوزيع الطبيعي(

اأهم توزيعاته
)التوزيع ذو الحدين (

المنف�شل

المتغير الع�سوائي

1

الحل
1( مت�شل؛ لاأن الاأطوال تمثل فترة بدايتها طول اأق�س طالبٍ ونهايتها طول اأطول طالب.

2( منف�شل؛ لاأن عدد الكرات البي�شاء الم�شحوبة = 0، 1، 2 وهي قيم قابلة للعدّ.
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حيث )�ص(: تدل على �شورة، و )ك(: تدل على كتابة.
ق)�ص، �ص( = 0             ، لاأنَّ عدد مرات ظهور الكتابة =0

ق)�ص، ك( = ق)ك، �ص( = 1         لماذا؟
ق)ك، ك( =2       لماذا؟

اإذن؛ مدى المتغير الع�شوائي ق هو: �ص =0، 1، 2، كما هو مو�شح في ال�شكل)1-6(.
1

اكتب مدى المتغير الع�شوائي في كل من الحالات الاآتية وناق�ص اإجابتك مع زملائك:
1( في تجربة اإلقاء حجري نرد منتظمين وت�شجيل عدد النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين، 

اإذا دل المتغير الع�شوائي ق على مجموع النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين.
2( في تجربة اإلقاء قطعة نقد اأربع مرات وت�شجيل الوجه الظاهر في كل مرة، اإذا دل المتغير 

الع�شوائي ق على عدد مرات ظهور ال�شورة.
3( في تجربة �شحب خم�ص كرات على التوالي دون اإرجاع من �شندوق يحتوي 4 كرات 
بي�شاء، و7 كرات زرقاء، اإذا دل المتغير الع�شوائي ع على عدد الكرات البي�شاء الم�شحوبة.

يحتوي �شندوق على 40 بطاقة، منها: 10 بطاقات مكتوب عليها الرقم )1(، و15 بطاقة مكتوب 
عليها الرقم )3(، وبقية البطاقات مكتوب عليها الرقم )5(، اإذا �شحبت بطاقة واحدة ع�شوائيًّا ودلَّ 

3( مت�شل.     لماذا؟
4( منف�شل.    لماذا؟

ظهور  مرات  عدد  على  ق  الع�شوائي  المتغير  دل  اإذا 
الوجه  وت�شجيل  مرتين  نقد  قطعة  اإلقاء  عند  الكتابة 
الظاهر في كل مرة، فجد مدى المتغير الع�شوائي ق.

الحل

)�ص، �ص(  
)�ص، ك(  
)ك، �ص(  

)ك، ك(

0
1
2

2

3

الف�شاء العيني Ω = })�ص، �ص(، )�ص، ك(، )ك، �ص(، )ك، ك({ 
ال�شكل)1-6(
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المتغير الع�شوائي ع على الرقم المكتوب على البطاقة الم�شحوبة، فجد مدى المتغير الع�شوائي ع، 
وجد احتمال كلٍّ قيمة من قيم مدى المتغير الع�شوائي ع.

الحل 
قيم المدى للمتغير الع�شوائي المنف�شل ع هي: �ص = 1، 3، 5          لماذا؟

وبما اأنَّ المتغير الع�شوائي المنف�شل ياأخذ قيمًا معدودة، فيمكن اإيجاد احتمال كلٍّ من تلك القيم، 

10       لماذا؟
ل)�ص = 1( =  40

   15
ل)�ص =3 ( =  40

15       لماذا؟
ل)�ص = 5( =  40

تحقق من الاإجابة

2
اكتب جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق الوارد في تدريب )1(.

                                                                                                  .} )  15
40  ،5( ،)  15

40  ،3( ،) 10
ويمكن كتابة التوزيع الاحتمالي كما يلي:} )1،   40

135�ص
10ل)�ص(

40   15
40  15

40  

ال�شندوق ثلاث كرات.  بي�شاء، �شحبت من  3 كرات  5 كرات حمراء،  يحتوي �شندوق على 
نْ جدول التوزيع الاحتمالي  اإذا دَلَّ المتغير الع�شوائي ق على عدد الكرات الحمراء الم�شحوبة، فكوِّ

للمتغير الع�شوائي ق في كلٍّ من الحالات الاآتية:
1( اإذا كان �شحب الكرات على التوالي دون اإرجاع.

4

التوزيع الاحتمالي: هو الاقتران الذي يربط مدى المتغير الع�شوائي ق مع الاحتمالات المقابلة وقد 
يكتب على �شورة جدول اأو مجموعة اأزواج مرتبة.

ففي مثال)3( يمكن كتابة جدول التوزيع الاحتمالي كما في الجدول الاآتي:
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الحل
قيم المدى للمتغير الع�شوائي المنف�شل ق هي: �ص =0، 1، 2، 3           لماذا؟

1( اإذا كان �شحب الكرات على التوالي دون اإرجاع.
 1
56  = 1

6  × 2
7  × 3

8  ل)�ص = 0( = ل)ب ب ب( = 
      ل)�ص = 1(  = ل)ح ب ب، ب ح ب ، ب ب ح(

15
56  = 5

6  ×  2
7  × 3

8    + 2
6  ×  5

7  × 3
8    + 2

6  × 3
7  × 5

8   =                    

10      تحقق من ذلك.
30   ،  ل)�ص = 3( =  56

 ل)�ص = 2( =  56

اإذن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير ق:

2( اإذا كان �شحب الكرات على التوالي مع الاإرجاع:   
 27
512   = 3

8  × 3
8  × 3

8 ل)�ص = 0( = ل)ب ب ب( = 
ل)�ص = 1( = ل)ح ب ب، ب ح ب ، ب ب ح( 

 135
512    =) 5

8  × 3
8  × 3

8 ( + ) 3
8  × 3

8  × 5
8 ( + ) 3

8  × 3
8  × 5

8 (  =                         

225      تحقق من ذلك.
       ل)�ص =2( =    512

125     تحقق من ذلك.
       ل)�ص =3( =     512

2( اإذا كان �شحب الكرات على التوالي مع الاإرجاع.
3( اإذا �شُحِبَتْ الكرات الثلاث معًا.

0123�ص
1 ل)�ص(

56    15
56    30

56    10
56   

0123�ص
27 ل)�ص(

512    135
512    225

512    125
512   

اإذن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق:
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3( اإذا �شُحِبَتْ الكرات الثلاث معًا:

  15
56  = )3

2( * )5
1(

)8
3( 1     ،    ل )�ص = 1( =  

56  = )3
3( * )5

0(
)8

3(      ل ) �ص  =  0 (   =    

10      تحقق من ذلك.
30   ،  ل)�ص = 3( =  56

ل)�ص = 2( =  56

اإذن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير ق:

و�شيمر معك لاحقًا اأنَّ �شحب الكرات على التوالي مع الاإرجاع يتبع لتوزيع ي�شمى توزيعًا ذا الحدين.

0123�ص

 ل)�ص(
1

56   
 15
56    30

56    10
56   

في مثال)4( ما مدى المتغير الع�شوائي ق، اإذا كان عدد الكرات الحمراء 5 كرات، وعدد 
الكرات البي�شاء اثنان فقط؟

فكر وناق�ش

اإذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا منف�شلًا مداه �ص1، �ص2، ......،�صن، فاإنَّ الاقتران  ل الذي يحقق ال�سطين:
1( ل)�صر( ≤ 0، ر=1، 2، 3، ......، ن       حيث 0≥ ل)�ص(≥1

ل )�صر ( = 1
ن

ر=1  )2
ي�شمى اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�سوائي المنف�سل.
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3
اإذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ع معطى بالمجموعة:

})-2،2ك(، )2، 0.3(، )4، 0.45(، )3، 3ك({، فجد قيمة الثابت ك.

�شندوق يحتوي 10 بطاقات مرقمة من 1 اإلى 10، �شُحِبَتْ ثلاث بطاقات دفعة واحدة، اإذا دل 
المتغير الع�شوائي ق على الرقم الاأكبر في البطاقات الثلاث الم�شحوبة، فاكتب القيم الممكنة للمتغير 

الع�شوائي ق.

4
9  ل)�ص =2( = 

اإذن، ل)�ص( ≤ 0  لكل �ص = 0، 1، 2
1=  4

9   +  3
9   + 2

9 )2( ل)�ص =0( + ل)�ص =1( + ل)�ص =2( =   

ل )�صر ( = 1
ن

ر=1    اإذن،
من )1( و )2( تجد اأنَّ ل)�ص( يحقق �سوط اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي ق.

فكر وناق�ش وقدم تبريرًا  

�ص+2 . تحقق من اأنَّ ل)�ص( 
9 اإذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا منف�شلًا مداه 0، 1، 2، وكان ل)�ص(=  

هو اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي المنف�شل ق.
الحل

 2
9 ل)�ص =0( =  

 3
9 ل)�ص =1( = 

5
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1( اإذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد الاأطفال الذكور في تجربة اختيار ع�شوائي لعائلة لديها ثلاثة 
الع�شوائي ق. المتغير  الولادة، فجد مدى  وت�شل�شل  الجن�ص  النتائج ح�شب  اأطفال، وت�شجيل 

2( في تجربة اختيار اأربع لعب من اإنتاج م�شنع األعاب، اإذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد اللعب 
التالفة، فجد مدى المتغير الع�شوائي ق.

3( اإذا دل المتغير الع�شوائي ع على الفرق المطلق بين عدد النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين 
ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ع. عند اإلقاء حجرَي نرد منتظمين، فكوِّ

4( يحتوي �شندوق على 6 كرات بي�شاء، وكرتين حمراوين، �شُحِبت من ال�شندوق ثلاث كرات 
الم�شحوبة،  البي�شاء  الكرات  الع�شوائي ق على عدد  المتغير  اإذا دل  اإرجاع.  التوالي دون  على 

ن التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق. فكوِّ
5( اإذا كان ل يمثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي المنف�شل ق

،   �ص = 1                                   4ب �ص2  
،   �ص = 2     وكان ل)�ص( =    ب �ص  

،   �ص = 3                                   ب) �ص +1(  
فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

 اأ  ( جد قيمة الثابت ب.
ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي المنف�شل ق. ب( كوِّ

جـ( جد ل) 1 > �ص ≥ 3(

6( اإذا كان �ص = -2، 3، 4 يمثل مدى المتغير الع�شوائي المنف�شل ق، وكان 

ل)�ص( =ك �ص2 يمثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي ق، فجد قيمة الثابت ك.

وكرتين  بي�شاء،  كرات   3 على  يحتوي  �شندوق  من  اإرجاع(  )دون  كرة  �شحب  تجربة  في   )7
اأول كرة حمراء،  فيه  تظهر  الذي  ال�شحب  رقم  الع�شوائي ق على  المتغير  اإذا دل  حمراوين، 

ن التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق. فَكوِّ
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توزيع ذي الحدين 
Binomial Distribution ثانيًا

اأربعة بدائل مختلفة  7 فقرات، لكلِّ فقرة  في اختبار من نوع اختيار من متعدد مكون من 
واحد منها فقط �شحيح، اإذا اأجاب اأحمد بطريقة ع�شوائية على جميع فقرات هذا الاختبار، 

من التجربة ال�شابقة نلاحظ ما ياأتي:
• التجربة تكونت من )7( محاولات.

• كل محاولة م�شتقلة ومتماثلة.
• كل محاولة لها ناتجان اإما نجاح )وهي الاإجابة ال�شحيحة(، اأو ف�شل )وهي الاإجابة الخطاأ(.

1
4 • احتمال النجاح ثابت في كل محاولة وي�شاوي 

اإنِّ مثل هذه التجارب الع�شوائية تُ�شمى تجربة ذات الحدين ، ولها الخ�شائ�ص الاآتية:
• التجربة تكونت من )ن( محاولات.

• كل محاولة م�شتقلة ومتماثلة.
• كل محاولة لها ناتجان اإما نجاح )وهي وقوع الحادث قيد الاهتمام(، اأو ف�شل )وهي عدم وقوع 

الحادث قيد الاهتمام(.
• احتمال النجاح ثابت في كل محاولة وي�شاوي ) اأ ( وب�شورة عامة:

فما احتمال:
1( اأن يجيب اأحمد على فقرة واحدة ب�شكل �شحيح؟

2( اأن يجيب اأحمد على فقرتين على الاأقل ب�شكل �شحيح؟
3( اأن يجيب اأحمد على فقرة واحدة على الاأكثر ب�شكل �شحيح ؟

اإذا اأُجريت تجربة ذات الحدين )ن( من المرات، وكان ق متغيًرا ع�شوائيًّا ذا الحدين معاملاه:
: ن، اأ ، ودل ق على عدد مرات النجاح في )ر( من المحاولات، فاإنَّ

(  ) اأ (ر  )1- اأ (ن-ر     ن
ر ل)�ش = ر( = )
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اإذا كان ق متغيراً ع�شوائيًّا ذا الحدين، معاملاه: ن = 6، اأ = 0.6، فجد كلاًّ مما ياأتي:
4( ل)�ص≤1( 3( ل)�ص≤5(   2( ل)�ص>1(   1( ل)�ص=2(  

الحل
: : ن = 6، اأ = 0.6، فاإنَّ بما اأنَّ

0.13824 = 0.0256 ×0.36×15 = 4)0.4( 2)0.6( )6
1( ل)�ص=2( = )2

0.0040 = 6)0.4( =6)0.4(  0)0.6( )6
2( ل)�ص>1( = ل)�ص=0( = )0

3( ل)�ص≤5( = ل)�ص=5( + ل)�ص= 6(              .......... جد الناتج.
4( ل)�ص≤1( = ل)�ص=1( + ل)�ص= 2(+ .......+  ل)�ص=5( + ل)�ص= 6(

ر اإجابتك.                       = 1 – ل)�ص = 0(       لماذا؟ برِّ
.................. =                      

اإذا كان احتمال اأن يحرز لاعب كرة قدم هدفاً في كل �سبة جزاء ينفذها على المرمى 0.9، فاإذا 
ذ 3 �سبات جزاء على المرمى، فما احتمال: نفَّ

1( اإحراز هدف في كل �سبة جزاء؟
2(  عدم اإحراز اأي هدف؟

3( اإحراز هدفين على الاأكثر؟
4( اإحراز هدف واحد على الاأقل؟

ويمثل توزيع ذو الحدين اأهم توزيعات المتغير الع�شوائي المنف�شل.

1

2

اإذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا ذا الحدين، معاملاه: ن = 3، اأ = 0.4، فجد كلاًّ مما ياأتي:
4( ل)�ص≤1( 3( ل)�ص≤2(  2( ل)�ص>1(  1( ل)�ص=3(  

1

اأعط اأمثلة على تجارب ذات الحدين وحدد قيم كلٍّ من: ن، اأ.
   تحدث
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2

َ معاذ عن احتمال اإحراز هدفين على الاأقل بالاآتي: ل)�ص<2(، ناق�ص ما عبّر عنه معاذ. 5( عبرَّ
الحل

ر ذلك؟ ن = 3، اأ = 0.9            برِّ
                        0)0.1( 3)0.9( )3

3( = 1( احتمال اإحراز هدف في كل �سبة جزاء  ل)�ص=3( 
  0.729 = 3)0.9( =         

0.001 =3)0.1( 0)0.9( )3
2( احتمال عدم اإحراز اأي هدف = ل)�ص=0(= )0

3( احتمال اإحراز هدفين على الاأكثر = ل)�ص≥2( = ل)�ص=2(+ ل)�ص=1(+ ل)�ص=0(
                  = 1 – ل)�ص=3(

0.271 = 0.729 – 1 =                                                                            
4( احتمال اإحراز هدف واحد على الاأقل = ل)�ص≤1( =ل)�ص=1(+ل)�ص=2(+ل)�ص=3(

         = 1 – ل)�ص=0( = 1 - 0.001 = 0.999
5( تعبير معاذ خاطئ. لماذا؟

حُلَّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�ص.

في تجربة اإلقاء حجر نرد مكتوب على اأوجهه الاأرقام: 1، 1، 1، 2، 3، 3، اإذا اأُلْقِيَ الحجر اأربع 
مرات، فما احتمال ظهور الرقم )1( على الوجه العلوي في ثلاث مرات على الاأقل؟

الحل
ن = 4، اأ = 0.5    تحقق من ذلك.

احتمال ظهور الرقم )1( في ثلاث مرات على الاأقل
ل)�ص≤3( = ل)�ص=3( + ل)�ص=4(

0)0.5( 4)0.5( )4
4(  + 1)0.5( 3)0.5()4

3( =                 
4)0.5( + 0.5×0.125 ×4 =                 

0.3125 = 0.0625 + 0.2500 =                 

3
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3
اأظهرت درا�شة  اأن 0.75 ممن يقودون ال�شيارات ي�شتعملون حزام الاأمان اأثناء القيادة، 

ا ع�شوائيًّا، فما احتمال: اإذا اختير 20 �شخ�شً
1( اأن يكون ربعهم ي�شتعملون حزام الاأمان اأثناء القيادة؟

2( األّا ي�شتعمل اأيٌّ منهم حزام الاأمان اأثناء القيادة؟

في ال�شكل )6-20( اإذا اأُديرَ الموؤ�س ع�شوائيًّا في القر�ص الدائري 
خم�ص مرات، فما احتمال:

1( وقوف الموؤ�س عند رقم يقبل الق�شمة على 2 ثلاث مرات؟

4

ال�شكل )20-6(

في فرعَي مثال )4(، لماذا تغيرت قيمة اأ؟
فكر وناق�ش

2( وقوف الموؤ�س عند رقم يقبل الق�شمة على 5 مرة واحدة؟
الحل

1( ن = 5
الرقم الذي يقبل الق�شمة على 2 }2، 4، 6، 8 {

ر ذلك. ومنه، اأ = 0.5        برِّ
0.3125 = 5)0.5(×10 =2)0.5( 3)0.5()5

ل) �ص = 3( =  )3

2( ن = 5، الرقم الذي يقبل الق�شمة على 5 هو: الرقم 5 فقط 
ر ذلك. 1 برِّ

8 ومنه، اأ = 
4) 7

8 ( 1) 1
8 ( )5

ل) �ص = 1( =  )1
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1( اإذا كان احتمال نجاح عملية جراحية 0.70، اإذا اأُجْرِيَتْ خم�ص عمليات فما احتمال نجاح 
ثلاث منها على الاأقل؟

2( في تجربة اإلقاء قطعة نقد منتظمة ثماني مرات، جد كلاًّ مما ياأتي:

  اأ ( احتمال ظهور الكتابة 4 مرات.

ب( احتمال ظهور الكتابة 3 مرات على الاأقل.

3( في تجربة اإلقاء حجر نرد منتظم )8( مرات وت�شجيل عدد النقاط الظاهرة على الوجه العلوي، 
اإذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد مرات ظهور عدد يقبل الق�شمة على )3(، فجد احتمال 

ظهور عدد يقبل الق�شمة على )3( مرتين على الاأقل.

4( يحتوي �شندوق على 5 كرات حمراء، 3 كرات بي�شاء، �شحبت من ال�شندوق ثلاث كرات 
على التوالي مع الاإرجاع. اإذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد الكرات الحمراء الم�شحوبة، 

ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق. فكوِّ

37 ، فجد كلاًّ مما ياأتي:
5( اإذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا ذا الحدين حيث ن = 3، ل)�ص≤1( = 64

جـ( ل)�ص = 3( ب( قيمة اأ   اأ ( قيم �ص )مدى ق(          
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العلامة المعيارية 
Standard Score ثالثًا

اإذا كانت علامة جنى في مبحث الريا�شيات )90(، وعلامتها في الفيزياء )80(، وكان 
اأما المتو�شط  المتو�شط الح�شابي لعلامات الريا�شيات )88(، والانحراف المعياري لها )6(، 
المبحثين كان  اأيِّ  ففي   ،)10( لها  المعياري  )65(، والانحراف  الفيزياء  لعلامات  الح�شابي 

م�شتوى تح�شيل جنى اأف�شل بالمقارنة مع طالبات �شفها؟ ولماذا؟

على الرغم من اأن ظاهر علامتي جنى ي�شير اإلى اأنَّ تح�شيلها في الريا�شيات اأف�شل من تح�شيلها 
في الفيزياء، اإلا اأنَّ ذلك لي�ص موؤكدًا؛ فقد يكون موقع علامتها في الفيزياء بالن�شبة اإلى علامات 
طالبات �شفها اأف�شل منه في الريا�شيات، تُرى كيف يمكننا المفا�شلة بين العلامتين بطريقة علمية؟

لكلِّ  المعياري  والانحراف  الح�شابي  المتو�شط  ناأخذ  اأن  لابد  العلامتين  بين  المفا�شلة  من  لنتمكن 
علامة بعين الاعتبار، وذلك باإيجاد الانحرافات المعيارية لكلِّ علامة عن متو�شطها في كلِّ مبحث، 
لنا كل علامة من العلامات الاأ�شلية اإلى علامة جديدة ت�شمى: العلامة المعيارية،  وبذلك نكون قد حوَّ

ومن ثم نقارن بين العلامتين الاأ�شليتين بناءً على العلامة المعيارية لكلٍّ من العلامتين الاأ�شليتين.

اإذا كان المتو�شط الح�شابي لعينة ع�شوائية ) �ص (، وكان الانحراف المعياري لها )ع(، وكانت 
  : )�ص( م�شاهدة في هذه العينة فاإنَّ

العلامة المعيارية للم�شاهدة �ص: هي ن�شبة انحراف الم�شاهدة )�ص( عن المتو�شط    الح�شابي 
: ) �ص( ، اإلى الانحراف المعياري )ع(، ويرمز لها بالرمز )ز(، اأي اأنَّ

�ص - �ص   ، ع ≠ 0
ع ز =   
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والانحراف   ،)80( العربية  اللغة  في  الرابع  ال�شف  طلاب  لعلامات  الح�شابي  المتو�شط  كان  اإذا 
المعياري لها )5(، وكانت علامات ها�شم، يو�شف، حمزة في اللغة العربية )90(، )80(، )75(، 

على الترتيب. فجد العلامة المعيارية لعلامة كلٍّ منهم.
الحل 

لنفر�ص اأنَّ العلامات المعيارية لكلٍّ من ها�شم، يو�شف، حمزة هي: ز90، ز80، ز75 على الترتيب.

2 =   80-90
5 ز90 =    

0 =   80-80
5 ز80 =    

1- =   80-75
5 ز75 =     

لاحظ اأن:
• علامة ها�شم )90( اأكبر من المتو�شط الح�شابي وتنحرف عنه بمقدار )10( علامات وهذا 
 )90( العلامة  اأنَّ  يعني  وهذا   ،)5( المعياري  الانحراف  لاأنَّ  معياريين؛  انحرافين  يعادل 
المتو�شط  )فوق   2  = ز90  فكانت  معياريين؛  انحرافين  الح�شابي  المتو�شط  فوق  تنحرف 

الح�شابي(.
• علامة يو�شف )80( ت�شاوي المتو�شط الح�شابي نف�شه، وانحرافها عنه بمقدار �شفر فكانت 

ز80 =0 
�شالب  وهو   ،)5-( بمقدار  عنه  وتنحرف  الح�شابي  المتو�شط  من  اأقل   )75( حمزة  علامة   •
وهذا يعادل انحرافًا معياريًّا واحدًا، وهذا يعني اأنَّ العلامة )75( تنحرف تحت المتو�شط 

الح�شابي انحرافًا معياريًّا واحدًا، فكانت ز75 = -1 )تحت المتو�شط الح�شابي(.

وب�شورة عامة:
تكون | ز| م�شاوية لعدد الانحرافات المعيارية التي تنحرفها الم�شاهدة )�ص( عن المتو�شط الح�شابي 

للتوزيع، اأما اإ�شارة ز فتدل على موقع الم�شاهدة )�ص( فوق المتو�شط اأو تحته.

1
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2

1
اإذا كان المتو�شط الح�شابي لمجموعة من القيم )40(، والانحراف المعياري )3(، فجد كلاًّ مما ياأتي:

1( العلامة المعيارية للقيمة 46
2( القيمة التي علامتها المعيارية ت�شاوي )1.5(.

3( القيمة التي تنحرف انحرافين معياريين فوق المتو�شط الح�شابي.
4( القيمة التي تنحرف انحرافًا معياريًّا واحدًا تحت المتو�شط الح�شابي.

اإذا كانت علامتا ب�شار في مبحثي التربية الاإ�شلامية، والعلوم هما على الترتيب: )71(، )63(، 
وكان المتو�شط الح�شابي لعلامات �شفه في المبحثين )85(، )80( والانحراف المعياري لهما )7(، 

)10(، على الترتيب، ففي اأي المبحثين كان م�شتوى تح�شيل ب�شار اأف�شل؟ ولماذا؟
الحل

2- =    85-71
7 العلامة المعيارية لعلامة ب�شار في التربية الاإ�شلامية هي: ز71 =   

1.7- =   80- 63
7 العلامة المعيارية لعلامة ب�شار في العلوم هي: ز63 =    

وبما اأن ز63 < ز71 ؛ فاإنَّ تح�شيل ب�شار في العلوم اأف�شل من تح�شيله في التربية الاإ�شلامية بالمقارنة مع 
طلاب �شفه.

حُلَّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�ص.

اإذا كانت علامات ثلاثة طلاب في اأحد ال�شفوف: 82، 75، 61، وكانت علاماتهم المعيارية: 
2، 1، ز، على الترتيب. فما قيمة ز؟

2

3
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3
اإذا كانت علامات الطالبات رغد، �شهد، زينب: 65، 77، �ص، وكانت علاماتهن المعيارية:

-2، 1، 3، على الترتيب. فجد كلاًّ مما ياأتي:
1( الانحراف المعياري لعلامات طالبات ال�شف.

2( المتو�شط الح�شابي لعلامات طالبات ال�شف.
3( علامة الطالبة زينب.

4( تحدث لزميلك كيف اأوجدت علامة زينب.

اإذا كان المتو�شط الح�شابي لعينة ع�شوائية )�ص(، وكان الانحراف المعياري لها )ع(، وكانت 
)�ص( م�شاهدة في هذه العينة وعدلت الم�شاهدة )�ص( ح�شب العلاقة: �ص = اأ�ص + ب،  

فاإنَّ العلامة المعيارية الجديدة للم�شاهدة )�ص( بعد التعديل تبقى نف�شها قبل التعديل.

فكر وناق�ش وقدم تبريرًا  

الحل

82- �ص  ، ومنه، 2ع = 82 – �ص  ......)1(
ع     = 2

75- �ص  ، ومنه، ع  = 75 – �ص   ......)2(
ع     = 1

                                    2ع = 82 – �ص    ......)1(
                                       ع = 75 – �ص    ......)2(

    بالطرح ينتج:                          ع = 7
 

: وبالتعوي�ص عن قيمة ع =7 في المعادلة )2( ينتج اأنَّ
7 = 75 – �ص  ومنه، �ص = 68
1- =   68 -61

7 والاآن  ز =      
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والعلامتان   ،)63(  ،)53( الاختبارات  اأحد  في  نف�شه  ال�شف  من  طالبين  علامتا  كانت  اإذا   )1
المعياريتان المناظرتان لهما )-1(، )1( على الترتيب، فجد المتو�شط الح�شابي لعلامات طلاب 

ال�شف في هذا الاختبار.
2( اإذا كان المتو�شط الح�شابي لعلامات طالبات ال�شف ال�شابع في اللغة الاإنجليزية )60(، والانحراف 

المعياري )4(، وكانت علامة رفيف )80(، فاأجب عما ياأتي:
  اأ ( ما العلامة المعيارية لعلامة رفيف؟

لَت علامات ال�شف ح�شب العلاقة �ص = 1.1 �ص – 5، حيث �ص هي العلامة  ب( اإذا عُدِّ
قبل التعديل، �ص هي العلامة بعد التعديل، فما العلامة المعيارية لعلامة رفيف بعد التعديل؟ 

ماذا تلاحظ؟
3( اإذا كانت العلامات المعيارية للطلاب موؤمن، �شالم، مهند كما يلي: 3، 1، 0.75 على الترتيب، 
والمتو�شط الح�شابي لعلامات جميع طلبة ال�شف )68(، والفرق بين علامتي موؤمن ومهند هو 

)9(، فجد كلاًّ مما ياأتي:
  اأ ( الانحراف المعياري لعلامات طلبة ال�شف.

ب( العلامات الفعلية لموؤمن، و�شالم، ومهند.
جـ( علامة الطالب التي تنحرف انحرافًا معياريًّا واحدًا تحت المتو�شط الح�شابي.

4( اإذا كان الفرق بين علامتي اأحمد و�شفيان في ال�شف الثاني ع�س في اأحد الاختبارات ي�شاوي 
المعياري  الانحراف  فجد   ،)1.5( لهما  المناظرتين  المعياريتين  العلامتين  بين  والفرق   ،)9(

لعلامات طلاب ال�شف في هذا الاختبار.
5( اأثبت اأنَّ المتو�شط الح�شابي لجميع العلامات المعيارية لجميع قيم التوزيع ي�شاوي �شفرًا.
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التوزيع الطبيعي 
The Normal Distribution 

رابعًا

العقبة  خليج  في  البحر  لماء  الحرارة  درجات  كانت  اإذا 
في �شهر ني�شان تتبع توزيعًا طبيعيًّا، متو�شطه الح�شابي )27( 
اأكرم  �شل�شيو�ص، وكان   )2( المعياري  وانحرافه  �شل�شيو�ص، 
�شل�شيو�ص كي   )25( الماء عن  تقل درجة حرارة  األّا  يف�شل 
ي�شبح في الماء، فما عدد الاأيام التي تكون فيها درجة حرارة 

الماء منا�شبة له لل�شباحة في هذا ال�شهر؟

تعلمت �شابقًا اأنَّ قيم مدى المتغير الع�شوائي المنف�شل قابلة للعد، وقيم مدى المتغير الع�شوائي 
المت�شل غير منتهية وتكون على �شكل فترة، اأو اتحاد فترتين، اأو اأكثر من الاأعداد الحقيقية،  وتعلمت 
الدر�ص �شتتعلم  المنف�شل هو توزيع ذات الحدين، وفي هذا  الع�شوائي  للمتغير  التوزيعات  اأهم  اأنَّ 

اأحد توزيعات المتغير الع�شوائي المت�شل واأهمها وهو )التوزيع الطبيعي(.

التوزيع الطبيعي: توزيع احتمالي مت�شل، جر�شي ال�شكل، ومتماثل حول المتو�شط الح�شابي ويمتد 
اإلى مالا نهاية في الاتجاهين، ولكن معظم الم�شاحة )الاحتمال( تتركز حول المتو�شط الح�شابي.

خ�سائ�ش التوزيع الطبيعي
• المنحنى ياأخذ �شكل الجر�ص.

.μ متماثل حول المتو�شط الح�شابي •
• المتو�شط الح�شابي = الو�شيط = المنوال 

• الم�شاحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي ت�شاوي 1، ونظرًا للتماثل حول المتو�شط فاإنَّ الم�شاحة 
على يمين المتو�شط ت�شاوي الم�شاحة على ي�شار المتو�شط وت�شاوي )0.5(.

ال�شكل )21-6(

الم�شاحة = 0.5الم�شاحة = 0.5
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ويتم اإيجاد احتمال وقوع المتغير الع�شوائي )ز( تحت قيمة ما، اأو فوقها، اأو مح�شورة بين قيمتين، من 
خلال جدول التوزيع الطبيعي المعياري الوارد في ملحق )2( في نهاية الكتاب، على النحو الاآتي:

1( ل) ز≥ اأ(، حيث اأ≤ �شفر. من الجدول مبا�سة.  
انظر ال�شكل )6 -22(

لماذا؟  2( ل) ز≤ اأ( = 1 - ل) ز≥ اأ(   
انظر ال�شكل )6 -23(

لماذا؟    3( ل) ز≥ - اأ( = ل) ز≤ اأ( = 1 - ل) ز≥ اأ( 
انظر ال�شكل )6 -24(

 
4( ل) ز≤ - اأ( = ل) ز≥ اأ(     لماذا؟    

انظر ال�شكل )6 -25(

وانحرافه  )�شفر(،  الح�شابي  متو�شطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  هو  المعياري:  الطبيعي  التوزيع 
المعياري )واحد(، ومتغيره الع�شوائي العلامة المعيارية )ز(. 

ال�شكل )22-6(

ال�شكل )23-6(

ال�شكل )25-6(

ال�شكل )24-6(

ابحث: الم�شاحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي ت�شاوي 1. لماذا؟
فكر وناق�ش  
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التوزيع  جدول  با�شتخدام  ياأتي،  مما  كل  قيمة  فجد  معياريًّا.  طبيعيًّا  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )ز(  كان  اإذا 
الطبيعي المعياري:

1( ل) ز≥ 1.16( 
2( ل) ز≤ 2.5( 

3( ل) ز≥ - 1.3(     
4( ل) -2 ≥ ز ≥ 1(

الحل
1( ل) ز≥ 1.16( = 0.8770 كما في ال�شكل)26-6(

من الجدول مبا�سة.
وهي القيمة الواقعة عند تقاطع �شف العدد)1.1( مع عمود الاأجزاء من مئة )0.06(،

 كما في الجدول الاآتي الذي يمثل جزءًا من جدول التوزيع الطبيعي المعياري.

2(  ل) ز≤ 2.5( = 1 - ل) ز≥ 2.5(، 
كما في ال�شكل)27-6(

0.9938 – 1 =                    
0.0062 =                    

ال�شكل )26-6(

ال�شكل )26-6(

ال�شكل )27-6(

1
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3( ل) ز≥ - 1.3( = 1 - ل) ز≥ 1.3(، كما في ال�شكل)28-6(
0.9032 – 1 =                      

0.0968 =                      

4( ل) -2 ≥ ز ≥ 1( = ل) ز ≥ 1( -  ل) ز ≥ -2(
)0.9772 – 1 ( – 0.8413 =                         

0.8185 =                         
                         كما في ال�شكل )29-6(

جدول  با�شتخدام  ياأتي،  مما  كل  قيمة  فجد  معياريًّا.  طبيعيًّا  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )ز(  كان  اإذا 
التوزيع الطبيعي المعياري:

1( ل) ز≥ 1.36( 
2( ل) ز≤ 1.23( 

3( ل) ز≥ - 0.95(     
4( ل)0.03 ≥ ز ≥ 3.1(
5( ل)-0.8 ≥ ز ≥ �شفر(

6( هل تختلف قيمة ل) ز≥ 1.16( عن قيمة ) 1 – ل)ز< 1.16((؟ برر اإجابتك.

اإذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فا�شتعمل جدول التوزيع الطبيعي المعياري لاإيجاد قيمة 
) اأ ( في كلٍّ من الحالات الاآتية:

1( ل) ز≥ اأ ( = 0.8729
2( ل) ز≤ اأ ( = 0.0045

1

2

ال�شكل )28-6(

ال�شكل )29-6(
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فكر وناق�ش  

الحل
1( ل) ز≥ اأ ( = 0.8729

لاحظ ال�شكل)6-30( ومن الجدول نجد اأنَّ
قيمة )ز( المناظرة للاحتمال0.8729 هي 1.14،

اإذن اأ = 1.14

2( ل) ز≤ اأ ( = 0.0045
لاحظ ال�شكل)2-31( نجد اأنَّ 

ل) ز≥ اأ ( = 1 -  0.0045 = 0.9955
اإذن اأ = 2.61

اإذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فا�شتعمل جدول التوزيع الطبيعي المعياري 
لاإيجاد قيمة ) اأ ( في كلٍّ من الحالات الاآتية:

1( ل) ز≥ اأ ( = 0.5319
2( ل) ز≤ اأ ( = 0.6808

التوزيع  اإلى  التحويل  خلال  من  طبيعي  توزيع  اأي  احتمالات  اإيجاد  كيفية  �شنتعرف  والاآن 
الطبيعي المعياري، وذلك من خلال تحويل العلامة الخام )�ص( اإلى العلامة المعيارية )ز(:

: اإذا كان )�ص( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا متو�شطه الح�شابي )μ(، وانحرافه المعياري )σ(، فاإنَّ
العلامة المعيارية )ز( للمتغير الع�شوائي )�ص( هي:

  μ -ص�
σ   ز=   

ابحث: ما العلاقة بين التوزيع الطبيعي والتوزيع الطبيعي المعياري؟

2

ال�شكل )30-6(

ال�شكل )31-6(
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3

وانحرافه   ،)70( الح�شابي  متو�شطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  يتبع  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )�ص(  كان  اإذا 
المعياري )8(، فجد:

1( ل ) �ص ≥ 72(
2( ل ) �ص ≤ 56(

الحل 
بما اأن )�ص( يتبع توزيعًا طبيعيًّا، فيمكن تحويل الم�شاهدة الخام )�ص(، اإلى علامة معيارية )ز(.

72 -70  ( = ل ) ز ≥ 0.25( = 0.5987
8 1( ل ) �ص ≥ 72( = ل ) ز ≥   

56 -70   ( = ل ) ز ≤ -1.75( = ل ) ز ≥ 1.75(= 0.9595
8 2( ل ) �ص ≤ 56( = ل ) ز ≤  

اإذا كان )�ص( متغيًرا ع�شوائيًّا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متو�شطه الح�شابي )110(، 
وانحرافه المعياري )10(، فجد:

1( ل ) �ص ≥ 95(
2( ل ) �ص ≤ 105(

3( ل )90 ≥ �ص ≥ 130(

اأكيا�ص الطحين في اأحد المخازن وعددها )1000( كي�ص تتبع التوزيع الطبيعي،  اإذا كانت كتل 
وكان المتو�شط الح�شابي للكتل )50( كغ، والانحراف المعياري لها )1.25( كغ. اإذا اختير اأحد 

الاأكيا�ص ع�شوائيًّا، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:
1( ما احتمال اأن تقل كتلة الكي�ص عن )47( كغ؟

2(  ما احتمال اأن تزيد كتلة الكي�ص عن )51( كغ؟
3( ما عدد الاأكيا�ص التي تنح�س كتلتها بين )48( كغ، و)52( كغ ؟

3

4
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4

الحل
ليَكن )�ص( كتلة كي�ص الطحين، ويتبع توزيعًا طبيعيًّا متو�شطه μ = 50، وانحرافه المعياري

σ = 1.25 وبالتالي:
1( احتمال اأن تقل كتلة الكي�ص عن )47( كغ ي�شاوي:

47 -50   ( = ل) ز ≥ -2.4( = 1 - ل) ز ≥2.4( 
1.25     ل) �ص ≥ 47( = ل) ز ≥   

0.0082 = 0.9918 – 1 =    
2( احتمال اأن تزيد كتلة الكي�ص عن )51( كغ ي�شاوي:

51 -50  ( = ل ) ز ≤ 0.8( = 1 - ل) ز ≥ 0.8(
1.25     ل ) �ص ≤ 51( = ل ) ز ≤   

0.2119 = 0.7881 – 1 =    

3( احتمال اأن تنح�س الكُتل بين )48( كغ، و)52( كغ ي�شاوي:
52 -50  ( = ل )-1.6 ≥ ز ≥ 1.6( 

1.25 48 -50  ≥ ز ≥   
1.25  ل )48 ≥ �ص ≥ 52( = ل )  

= ل) ز ≥ 1.6( - ل) ز ≥ -1.6( = ل) ز ≥ 1.6( – ) 1 - ل) ز ≥ 1.6((   لماذا؟ 
= 2 ل) ز ≥ 1.6( -1     لماذا؟

0.8904 = 1 – 0.9452 ×2 =
اإذن، عدد الاأكيا�ص التي تنح�س كتلها بين )48( كغ، و)52( كغ ي�شاوي:

العدد الكلي × الاحتمال = 1000× 0.8904 = 8904 اأكيا�ص.

 حُلَّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�ص.
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1( اإذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا. فجد قيمة كلٍّ مما ياأتي، با�شتعمال جدول  التوزيع 
الطبيعي المعياري:

   اأ   ( ل) ز ≥ 3.06(            ب( ل) ز ≤ -1(
   جـ( ل ) ز ≤ 1.8(              د ( ل) ز ≥ -0.07(

و ( ل)-1.53 ≥ ز ≥ -0.12(    هـ ( ل) �شفر ≥ ز ≥ 0.5(          
   ز ( ل)| ز| ≥ 0.8(            ح ( ل)-1.7 ≥ ز ≥ �شفر(

2( اإذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فا�شتعمل جدول التوزيع الطبيعي المعياري لاإيجاد 
قيمة )اأ( في كلٍّ من الحالات الاآتية:

اأ   ( ل) ز≥ اأ( = 0.3921
ب( ل)اأ ≥ ز ≥ 2( = 0.156

فاإذا كان توزيع   ،)ICDL( معلم لامتحان الرخ�شة الدولية لقيادة الحا�شوب )3( تقدم )2000
علاماتهم يتبع التوزيع الطبيعي، بمتو�شط ح�شابي )70(، وانحراف معياري )8(، فاأجب عن 

كلٍّ مما ياأتي:
   اأ  ( ما عدد المعلمين الذين تزيد علاماتهم عن )82(؟

 ب( اإذا كانت علامة النجاح في الامتحان )80(، فما ن�شبة النجاح؟

 ،)60( الح�شابي  متو�شطه  وكان  طبيعيًّا،  توزيعًا  تتبع  طالبٍ   )1000( علامات  كانت  اإذا   )4
وانحرافه المعياري )5(، وكان عدد الناجحين )7580( طالباً، فما علامة النجاح؟

)5(كغ،  الح�شابي  متو�شطه  طبيعيًّا،  توزيعًا  تتبع  برتقال  �شندوق   )1000( كتل  كانت  اإذا   )5
وانحرافه المعياري )0.4(كغ، فجد ن�شبة ال�شناديق التي تقل كتلها عن )4.8( كغ؟
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1( يمثل ال�شكل )6-32( �شكل الانت�شار للمتغيرين �ص، �ص.
د نوع العلاقة بينهما، وجد قيمة معامل الارتباط. حدِّ

الوطنية )�ص( في  والتربية  )�ص(  التاريخ  مبحثَي  �شتة طلاب في  الاآتي علامات  يبين الجدول   )2
امتحان ق�شير، نهايته العظمى )10(، اأجب عما يليه:

123456رقم الطالب
2356410مبحث  التاريخ )�ص(

536796مبحث التربية الوطنية   )�ص( 

ال�شكل )32-6(

ال�شكل )33-6(

اأ  ( اح�شب معامل ارتباط بير�شون الخطي بين  �ص، �ص.
ب( جد معادلة خط الانحدار بين المتغيرين �ص، �ص.

ر علامة التاريخ لطالب اإذا كانت علامته في التربية الوطنية )7(. جـ( قدِّ
د  ( جد الخطاأ في التنبوؤ في علامة طالب في التربية الوطنية، اإذا كانت علامته في التاريخ )5(.

3( معتمدًا على ال�شكل )6-33(  الذي يمثل �شكل الانت�شار 
للمتغيرين �ص، �ص اأجب عما ياأتي:
اأ   ( ما قيمة معامل ارتباط بير�شون؟

ب( اكتب معادلة خط الانحدار.
اإذا كانت كل نقط �شكل الانت�شار بين المتغيرين �ص، �ص،   )4
تقع على الم�شتقيم الذي معادلته: �ص = 3 – 2�ص، فجد 

معامل الارتباط.
10، �شُحِبَتْ ثلاث بطاقات دفعة واحدة،  اإلى   3 8 بطاقات مرقمة من  5( �شندوق يحتوي 
اإذا دل المتغير الع�شوائي ق على الرقم الاأ�شغر في البطاقات الثلاث الم�شحوبة، فاكتب القيم 
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الممكنة للمتغير الع�شوائي ق.
( ) اأ (�ص )0.6(ن-�ص اقتران  ن

6  ( اإذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا مداه �ص = 0، 1، 2 وكان ل)�ص( = )�ص
الكثافة الاحتمالية للمتغير ق، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

اأ   ( ما نوع المتغير الع�شوائي ق؟
ب( جد قيم اأ، ن.

جـ( جد ل)�ص=2(.
7  ( اإذا كان ل يمثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي ق، الذي مداه 2، 3، 4، وكان 

ل)2( = 3ل)3( = ل)4(، فجد قيمة ل)3(.
8  ( في تجربة اإلقاء حجر نرد منتظم �شت مرات، جد كلاًّ مما ياأتي:

اأ   ( احتمال ظهور العدد 6  مرتين.
ب( احتمال ظهور العدد 6  ثلاث مرات على الاأكثر.

9  ( اأ�شار ا�شتطلاع للراأي في اإحدى الجامعات اأن 0.95 من طلبة الدرا�شات العليا يتوا�شلون 
اإلكترونيًّا مع اأ�شاتذتهم الجامعيين، اإذا اختيرت عينة ع�شوائية من 20 طالبًا، فما احتمال اأن 

يكون واحد منهم على الاأقل لا يتوا�شل اإلكترونيًّا مع اأ�شتاذه الجامعي؟
10( في تجربة �شحب كرة )دون اإرجاع( من �شندوق يحتوي على 4 كرات بي�شاء، و7 كرات 
حمراء،  اإذا دل المتغير الع�شوائي ق على رقم ال�شحب التي يظهر فيه اأول كرة حمراء ، فجد 

احتمال اأن تظهر اأول  كرة حمراء في ال�شحب الثالث.
11( قررت اإحدى ال�سكات رف�ص اأي �شحنة من المواد ت�شتريها من مورد ما اإذا تبينَّ وجود )3( 
وحدات معيبة اأو اأكثر في عينة ع�شوائية مكونة من )9( وحدات، اإذا كانت ن�شبة المعَيب في 

�شحنة من اأحد الموردين )0.1(، ما احتمال رف�ص ال�سكة لل�شحنة؟
12( اإذا كانت العلامات المعيارية لـعينة مكونة من )6( م�شاهدات كالاآتي:

-2، -1.5 ، 2.5، 3، 3، )ز(، فجد كلاًّ مما ياأتي:
 اأ  ( المتو�شط الح�شابي للعلامات المعيارية.

ب( الانحراف المعياري للعلامات المعيارية.
جـ( قيمة )ز(.
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9( محيط الم�شتطيل = 2 )�ص+�ص( 
م�شاحة الم�شتطيل = )�ص * �ص( 

حيث �ص: الطول �ص: العر�ص

1( الم�شافة بين نقطتين )�ص1 ،  �ص1( )�ص2 ،  �ص2(
 ف=     )�ص2 - �ص2(2 + )�ص2 - �ص1( 2 

10( محيط المربع = 4�ص      
م�شاحة المربع = �ص2 

حيث �ص طول ال�شلع

مربعين  مجموع  الوتر=  مربع  فيثاغور�ص:  نظرية   )2
ال�شلعين الاآخرين.

              π 11( محيط الدائرة =2نق
م�شاحة الدائرة =πنق2     

حيث نق: ن�شف القطر

3( قانون جيب التمام: لاإيجاد �شلع في مثلث عُلِمَ فيه 
�شلعان وزاوية مح�شورة بينهما:

ل2=�ص2+�ص2-2�ص �ص جتاهـ

1 نق2 هـ
2 12( م�شاحة القطاع الدائري = 

طول القو�ص = نق* هـ  
حيث هـ: الزاوية المركزية

4( بعد النقطة )�ص،�ص( عن الم�شتقيم اأ �ص + ب �ص + جـ = 0
|�ص1 + ب �ص1 +جـ|  

اأ2 + ب البعد=   

1 نق2)هـ - جا هـ(       
2 13( م�شاحة القطعة الدائرية   

حيث هـ: الزاوية المركزية

5( اإحداثيات منت�شف نقطتين )�ص1 ،  �ص1( )�ص2 ،  �ص2( 
�ص1 + �ص2  

2 �ص1 + �ص2  ،  
2 هو:  

14( م�شاحة متوازي الاأ�شلاع
        = طول القاعدة * الارتفاع

جـ 
ب   =   جاجـ

اأ  =   جاب
6( قانون الجيب  جااأ

1 القاعدة * الارتفاع 
2 15( م�شاحة المثلث  = 

اإذا عُلِمَ فيه �شلعان وزاوية مح�شورة بينهما، هـ الزاوية المح�شورة بين ال�شلعين      

1 ال�شلع الاأول  * ال�شلع الثاني * جاهـ       
2 م�شاحة المثلث  = 

1 �ص2جا60
2 م�شاحة المثلث مت�شاوي الاأ�شلاع = 

حيث �ص: طول �شلع المثلث مت�شاوي الاأ�شلاع

7( اإذا ت�شابه مثلثان فاإن الن�شبة بين الاأ�شلاع المتناظرة مت�شاوية
ب اأ  
 جـ ب = �ص �ص

اأ جـ =  ع �ص
�ص ع   

16( الم�شافة = ال�سعة * الزمن 8( الربح = �شعر البيع - �شعر التكلفة

ملحق)1(
قوانين ريا�شية مهمة)المعدلات المرتبطة، تطبيقات القيم الق�شوى(

نق

 هـ

ع

�ص�ص

جـ

اأب
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23( المن�شــور القائــم هو مج�شــم له قاعدتــان م�شتويتان 
الجانبيــة  واأ�شطحــه  ومتوازيتــان،  ومتطابقتــان 
م�شتطيــلات، اإذا كانت قاعدته مثلثة ال�شكل ي�شمى 
من�شــورًا قائمًــا ثلاثيًّــا، واإذا كانت قاعدتــه مربعة 

ال�شكل ي�شمى من�شورًا قائمًا رباعيًّا.
م�شاحة المن�شور القائم الجانبية = محيط القاعدة * الارتفاع 

حجم المن�شور القائم = م�شاحة القاعدة * الارتفاع

القاعدتين  مجموع   1
2  = المنحرف  �شبه  م�شاحة   )17

المتوازيتين * الارتفاع
18( حجم المكعب =  �ص3  
الم�شاحة الكلية =      6 �ص2   
الم�شاحة الجانبية =  4 �ص2    

حيث �ص:طول �شلع المكعب
19(حجم متوازي الم�شتطيلات = الطول * العر�ص * الارتفاع     

الم�شاحة الجانبية = 2 )�ص+�ص(*ع   
الم�شاحة الكلية = الم�شاحة الجانبية + مجموع م�شاحتي القاعدتين

2)�ص+�ص(*ع +2�ص �ص

24( الهرم القائم: عبارة عن مج�شم تكون قاعدته منتظمة، 
والاأوجه الجانبية عبارة عن مثلثات متطابقة ال�شلعين، 
الارتفاع  ال�شلعين:  المتطابق  المثلث  ارتفاع  وي�شمى 
الجانبي للهرم، وي�شمى الهرم بالهرم القائم الثلاثي اإذا 
كانت قاعدته مثلث متطابق الاأ�شلاع، وهرمًا قائمًا 

رباعيًّا اإذا كانت قاعدته مربعة ال�شكل.
محيط القاعدة * الارتفاع 1

2 الم�شاحة الجانبية للهرم = 
1 م�شاحة القاعدة * الارتفاع

3 حجم الهرم القائم = 

20( المخروط الدائري القائم      
π  نق2ع      

3 الحجم = 
م�شاحة �شطح المخروط= π نق ل     

المخروط الناق�ص 
2(*ع

1 نق 
2+ نق 

1+ نق2 
π )نق2 

2 الحجم = 

21( الا�شطوانة:    
الحجم = π نق2 ع      

الم�شاحة الجانبية =π 2 نق ع    
الم�شاحة الكلية = π 2 نقπ 2+ 2 نق ع

25( زاوية الارتفاع اأو الانخفا�ص: هي الزاوية المح�شورة 
بين خط الب�س )النظر( والخط الاأفقي المارّ بالعين.

22( الكرة       
π4  نق3         

3  الحجم =   
م�شاحة �شطح الكرة =π 4 نق2

 �ص �ص

 �ص

 ع

1
 نق 

2
 نق 
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جتا �ص
جا�ص جا �ص ،  ظتا�ص = 

ظا�ص = جتا�ص
 1
جا�ص 1 ،    قتا�ص =  

قا�ص = جتا�ص

جا2�ص + جتا2�ص =1
1+ ظا2�ص = قا2�ص   
1+ ظتا2�ص = قتا2�ص

جـا2�ص=2 جا�ص جتا�ص
جتا2�ص= 1-2جا2�ص

             = 2جتا2�ص-1
             = جتا2�ص- جا2�ص

جا)اأ + ب( = جااأجتاب + جتااأ جاب
جا)اأ  - ب( = جااأجتاب - جتااأ جاب
جتا)اأ + ب( = جتااأجتاب - جااأ جاب
جتا)اأ  - ب( = جتااأجتاب + جااأ جاب

ظااأ + ظاب
1- ظااأ  ظاب ظا)اأ + ب( = 
ظااأ - ظاب

1+ ظااأ  ظاب ظا)اأ - ب( = 

1 )1- جتا2�ص(
2 جا2�ص=

1 )1 + جتا2�ص(
2 جتا2�ص=

2ظا�ص 
ظا2�ص=  1- ظا2�ص

)جتا)�ص- �ص( - جتا)�ص + �ص(( 1
2 جا�ص جا�ص=

)جا)�ص + �ص( + جا)�ص- �ص(( 1
2 جا�ص جتا�ص=

)جتا)�ص + �ص( + جتا)�ص- �ص(( 1
2 جتا�ص جتا�ص=

)�ص - �ص( 12 )�ص+ �ص( جا 12 جا�ص -جا�ص=2جتا

)�ص - �ص(   12 )�ص+ �ص( جتا 12 جا�ص + جا�ص=2جا

)�ص - �ص(  12 )�ص+�ص(جا 12 جتا�ص -جتا�ص= -2جا

)�ص - �ص(  12 )�ص+�ص(جتا 12 جتا�ص+ جتا�ص=2جتا

π  - �ص( = جا�ص
2 جتا) 

π  - �ص( = جتا�ص
2 جا) 

π  - �ص( = ظتا�ص
2 ظا) 

π  - �ص( = ظا�ص
2 ظتا) 

π  + �ص( = جتا�ص
2 جا) 

π  + �ص( = -جا�ص
2 جتا) 

جا)π - �ص(  = جا�ص
جتا)π - �ص( = -جتا�ص
ظا)π - �ص(  = - ظا�ص
جا)π + �ص(  = - جا�ص

جتا)π + �ص( = - جتا�ص
ظا)π + �ص(  = ظا�ص

جا)- �ص(  = - جا�ص  
جتا)- �ص( = جتا�ص 
ظـا)- �ص( = -ظا�ص

 

متطابقات مثلثية
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جدول التوزيع الطبيعي المعياري
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